Szuflady pana Dirichleta

Jesli macie w biurku trzy szuflady, a chcecie

do nich wlozyé zeszyty z, powiedzmy, szesciu
przedmiotéw, to nie ma rady: w co najmniej jednej
szufladzie musza znalezé sie zeszyty z co najmniej
dwéch przedmiotéw. Te prosta obserwacje mozna
rozwinaé¢ do nastepujacej zasady ogdlnej: jesli
rozmiesci¢ m przedmiotéow w n szufladach i m > n,
to w co najmniej jednej szufladzie znajda sie co
najmniej dwa przedmioty. Ta ogélna zasada znana
jest pod nazwa zasady szufladkowej Dirichleta.

Jej matematyczne sformutowanie brzmi tak: jesli
m > n, to nie istnieje funkcja réznowarto$ciowa

ze zbioru m-elementowego w zbiér n-elementowy.
Funkcja f jest réznowartosciowa, gdy réznym argumentom
przyporzadkowuje rézne wartosci: gdy a # b, to f(a) # f(b).
Oczywidcie, szuflady moga by¢ przerdzne,

w zalezno$ci od kontekstu, moga nawet wcale nie

przypominaé fragmentu mebla. Istotne jest jedynie,

co jestesmy sklonni uznaé za szuflade. Popatrzmy
na dwa zadania, ktére mozna rozwigzaé¢ za pomoca
zasady Dirichleta, odpowiednio interpretujac
pojecia ,szuflady” i ,,przedmiotu”.

Na poczatek zadanie geometryczne.

W kole o promieniu 1 wybrano siedem punktow.
Wykaz, Ze istnieje wsrdd nich co najmniej jedna
para punktéw, ktorych odlegltosé jest niewieksza
od 1.

Rozwiazanie: Zacznijmy od zbudowania szuflad.
Podzielmy koto na szeé¢ przystajacych wycinkéw.
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Zauwazmy, ze odlegtos¢ dowolnych dwdch punktéw
nalezacych do tego samego wycinka jest réwna

co najwyzej 1. Mamy 6 wycinkéw (to sg nasze
szuflady) i 7 punktéw (przedmioty), zatem

w co najmniej jednym wycinku leza dwa punkty

— a wiec odlegto$é¢ miedzy nimi nie przekracza 1

i teza zadania jest speilniona.

Sprébujmy teraz uzyé zasady szufladkowej
Dirichleta w nastepujacym zadaniu.

Nauczyciel matematyki postanowil na kazdej
z najblizszych 14 lekcji przepytac co najmniej

jedng osobe, tak aby w sumie przepytac co najwyze)
dwadziescioro uczniow. Wykaz, Ze niezaleznie od
sposobu rozdzielenia pytanych uczniow na 14 lekceyi,
zawsze znajdzie sie kilka kolejnych lekcji, w trakcie
ktérych nauczyciel przepyta w sumie dokladnie 7
0s6b.

Rozwigzanie: Mozna sie domysli¢, ze ,szufladami”
beda lekcje, a ,przedmiotami” uczniowie, ale tym
razem nie chodzi o to, co lub kto trafi do jednej
szufladki, lecz o kilka szufladek z okreslona z gory
szawartoscia”.

Niech x; oznacza liczbe uczniéw przepytanych
do konca lekcji o numerze ¢, dla ¢ =1,2,...,14.
Na kazdej lekcji ma by¢ przepytana co najmniej
jedna osoba, zatem

T <2< ...< T14;
inaczej mowiac, wszystkie liczby z; sa rézne.
Ponadto, 1 < z; oraz x4 < 20. Dodajmy teraz 7
do kazdej z tych liczb: otrzymamy

T+ T <0+ 7T<...<2144+7,

zatem te liczby tez beda wszystkie rézne, a przy
tym 8 <y + 71 x4+ 7<27. W takim razie
wszystkie liczby

o 5wy ldg 171+7, .'17;7_+7, ...,Ilrl+7

sg liczbami calkowitymi zawartymi miedzy 1 i 27.
Jest ich jednak 28, wiec co najmniej dwie z nich
muszg byé réwne. W pierwszej czternastce nie ma
dwéch jednakowych liczb, w drugiej tez nie, zatem
jedna z pierwszych czternastu liczb, powiedzmy,
x;, musi byé rowna jednej z nastepnych czternastu
liczb, powiedzmy, x; + 7: x; = z; + 7. Oznacza to,
ze x; —x; = 7, a wiec miedzy lekcja o numerze j

a konicem lekcji o numerze i przepytanych zostato
dokladnie 7 uczniéw. I koniec dowodu.

Xy, T2,

Nie chcac odbiera¢ Czytelnikowi przyjemnoéci
wynikajacej z samodzielnego rozwiazania zadania,
proponuje nastepujace.

1. W kole o promieniu 1 rozmieszczono 7 punktow,
przy czym odleglo$é miedzy dowolnymi dwoma

z nich jest niemniejsza niz 1. Wykaz, ze jeden

z tych punktéw jest srodkiem kota.

2. Kazde dwa wierzchotki szesciokata polaczono
odcinkiem w jednym z dwoéch koloréw,
amarantowym lub seledynowym. Udowodnij,

ze z wierzchotkéw szedciokgta mozna wybraé

co najmniej jeden tréjkat o wszystkich bokach
w tym samym kolorze.
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