Grupy 1 magiczna sztuczka

Na pewno nie kazdy u$wiadamia sobie, ze liczby
calkowite rozwazane w oderwaniu od naturalnych
dzialan dodawania i mnozenia staja sie jakby senne

i malo rozréznialne. To dopiero wlasnosci dzialan czynia
$wiat liczb tak zywym i wielobarwnym. Okazuje sie
zreszta, ze mozna ,dzialanie” przeniesé takze w inne
$wiaty obiektow matematycznych, ktére wyposazone
w nowa strukture tzw. grupy staja sie niezwykle
atrakcyjnym tematem badan.

Przypomnijmy. ze grupa nazywamy niepusty zbiér G z dziataniem o.
spelniajacym warunki:

tacznosci

(1) Viysea (Toy)oz=zo0(yoz)

istnienia clementu neutralnego

(2) FeeaVeen eo =206 = I;

odwracalnodci kazdego elementu

(3) VeetIyeo zoy=yoz =e.

Rok temu pisaliémy juz o uzyteczno$ci pojecia grupy

w elementarne]j teorii liczb (Delta 8/2003). Tym razem
dostrzezemy strukture grupy tam, gdzie wydawaloby sie
matematyka nie siega.

Bedzie to opowie$é o pewnej sztuczce znanej nam

z dziecinstwa. Jej znajomosé¢ pozwalata wielokrotnie
imponowa¢ kolegom z podwoérka, ktérzy mimo uwaznego
ledzenia kolejnych etapow jej wykonania, nie potrafili
przez dlugi czas jej powtdrzy¢. Jak zatem wyglada ta
magiczna sztuczka?

Na palcach lewej reki w kolejnych etapach opisanych
przez rysunki 1-3 zakladamy wykonana ze sznurka
petle, az osiggniemy petle z rysunku 4.

/

Rys. 3 Rys. 4

Czestaw BAGINSKI
Edmund R. PUCZYEOWSKI

Robimy to mozliwie szybko, by ogladajacy nie
zauwazyli dokladnie, jak ja tworzymy. Ostatnim
etapem sztuczki jest pozorne jej skomplikowanie.
Zdejmujemy mianowicie te fragmenty petli, ktére
sa zaczepione o kciuk i przekladamy miedzy palec
srodkowy i serdeczny (rys. 5).

Rys. 5

Na koniec ciagniemy powoli ku sobie fragment sznurka
wskazany na rysunku strzatka. Okazuje sie, ze cata petla
daje sie w ten sposéb Sciagnaé z reki bez przektadania
zadnego jej fragmentu przez czubki palcow.

Dla lepszego zrozumienia calej sytuacji przyjrzymy
si¢ jeszcze raz petlom z rysunkéw 4 oraz 5 1 opiszemy
je w bardziej $cisty i formalny sposéb. W tym celu
wprowadzimy odpowiednie uproszczenia oraz podamy
zasady tworzenia petli, ich poréwnywania i opisu.

Mozliwie najprostsza petle, wykonana ze sznurka

z potaczonymi konicami, bedziemy zakladaé na,
powiedzmy, kilka kotkéw wbitych w plaska powierzchnie.
Bedziemy to ilustrowaé¢ dwuwymiarowymi rysunkami,
gdzie kotkom odpowiadaé beda wyréznione punkty
plaszczyzny, a petlom krzywe zamkniete umieszczone
na tej plaszezyznie. Bedziemy przy tym zaktadaé, ze
dwie petle sa réwnowazne, jezeli jedna z nich mozna
tak przesunaé po powierzchni bez przekladania przez
wierzchotki kotkéw, by wygladata dokladnie tak,

jak druga. Petle nazwiemy Sciagalna, jesli mozna ja
bez zadnych ograniczenr dowolnie przemieszcza¢ po
calej plaszczyznie, innymi stowy — jesli jest to petla
niezaczepiona na zadnym z kotkéw (np. taka jak
motyl” z rysunku 10).

Rys. 6




Rys. 7
Rys. 8
Rys. 9
A
T
Rys. 10

Do opisu rysunku petli uzyjemy symboli literowych.
Najpierw kazdy z wyréznionych punktow plaszczyzny
(odpowiadajacych kolkom) nazwiemy wielkimi literami
alfabetu (X,Y, Z,...). Nastepnie w rysowanej petli
zaznaczymy kierunek rysowania oraz poczatek petli,
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ktory, rzecz jasna, jest jednoczesnie jej koncem. Te dwa
parametry pozwola nam przypisywaé petli ciag symboli
— matych liter odpowiadajacych wyréznionym punktom,
ktére petla obiega. Przyjmujemy przy tym nastepujace

zasady.

1. Kazda petle $ciagalna oznaczymy symbolem 1.

2. Jezeli rysujemy petle, to jednoczesdnie zapisujemy
kolejne litery odpowiadajace punktom, ktére petla
otacza, przy czym obiegajac np. punkt X przeciwnie
do ruchu wskazdwek zegara piszemy z, a zgodnie

z ruchem wskazowek zegara z7 .

3. Cigg symboli odpowiadajacych ustalonej petli
bedziemy redukowaé¢ do mozliwie najkrétszego
zapisu, usuwajac z zapisu kazdy fragment postaci
aa~! oraz a la.

Zauwazmy, ze wladciwie kazda petle mozna poskleja¢

z petli najprostszych (rys. 11), jedli bedziemy trzymac

sie zasady, wedle ktérej mozliwy jest obieg po calej petli

bez naruszenia kierunkéw pierwotnych w najprostszych
petlach wchodzacych w jej sklad.

Rys. lla Rys. 11b

Rozwazmy na poczatek petle obiegajace jeden punkt X.
WeZzmy np. dwie petle obiegajace punkt X przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara i sklejmy je wediug
powyzszej zasady. Obie petle oznaczymy symbolem z.
Niezaleznie od tego, czy najpierw bedziemy obiegaé
petle, ktéra na rysunku jest wigksza, czy tez petle,
ktéra jest mniejsza, po ich sklejeniu powstanie petla
réwnowazna tej, ktora jest na rysunku 11b. W kazdej

z tych sytuacji otrzymanej petli przypiszemy symbol zz,
ktéry dla skrétu zapiszemy w postaci 2. Po sklejeniu
trzech czy czterech petli réwnowaznych petli r powstang
petle oznaczone jako z3 i ! (rvs. 12).

Rys. 12

Latwo zauwazy¢, ze sklejenie petli x z petla z 7!
prowadzi do petli $ciagalnej. Jest to wiec zgodne

z przyjeta zasada usuwania z zapisu nazwy petli symboli
postaci aa~! i a~'a. Tak wiec obie petle: zz~' i 7'z
s petlami $ciagalnymi i mozemy im przypisa¢ symbol 1
(rys. 13).



Rys. 13

Przejdzmy teraz do petli obiegajacych dwa punkty:

X 1Y. Bedziemy je skleja¢ z petli prostych postaci

xz, z7, y iy . Zauwazmy, ze jezeli w rysunkach
zapomnimy zaznaczy¢ punkt poczatkowy (koncowy)
petli oraz kierunek obiegu, to cztery rézne petle zy,
ylz7!, yr iz 'y~! beda wygladaé tak samo (rys. 14),
ale az takie uproszczenia nas nie interesuja.
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Rys. 14

Rozrézniamy bowiem, ktory kolek obchodzimy najpierw,
ktéry potem i w jakim kierunku to robimy. Jest to

o tyle wazne, ze w przeciwnym razie doszlibysmy

do blednego wniosku, ze np. xy = yz, co z kolei
sugerowaloby istnienie mozliwo$ci przemieszczania petli
z rysunku 15 do postaci petli z rysunku 16, co, jak
widaé ,,golym okiem”, nie jest wykonalne.
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Rys. 15

Rys. 16

Rzeczywiscie, przy ustaleniu np. dodatniego obiegu
wzgledem punktu X, w zaleznodci od okreslenia
punktu poczatkowego, petla z rysunku 15 reprezentuje
kazda z petli 2%y?, zy’x, y?z? yz’y, natomiast petla
z rysunku 16 tylko zyzy lub yryr. Widzimy zatem,

ze dziatanie laczenia petli (stéw) nie jest przemienne!
Zauwazmy jeszcze tylko, ze zdjecie petli z kotka X
pociaga za soba modyfikacje zapisu przez usuniecie

z niego symboli z i 27!, Kazda z petli z rysunkéw

15 1 16 zostalaby w ten sposéb doprowadzona do postaci
y? (przy zachowaniu wezesniej ustalonego dodatniego
obiegu).

Jestesmy juz gotowi, by wykorzysta¢ wprowadzony
wyzej formalny opis do wyjasnienia tajemnicy magicznej
sztuczki. Powréémy zatem do petli z rysunkéw 41 5 1 do
ich uproszczonych wersji z rysunkéw 8 1 9. Pierwsza

z nich mozna nazwaé stowem r~ !z~ 1y~ lxyz. Druga
powstaje z niej przez zdjecie z palca X, zatem jej zapis
ma postaé z 1y~ lyz, ale z tego zapisu juz widaé, ze
jest to petla $ciagalna, bo po usunieciu ciggu symboli
y~ 'y zostanie tylko 27!z, a zatem nazwa dla tej petli
jest symbol 1! W ten sposéb na pozér magiczny efekt
znalazt zupelnie racjonalne wytlumaczenie.

Skoro juz mamy sposob nazywania petli, pozwalajacy
z nazwy wywnioskowaé jej wazne wlasnosci, pobawmy
sie przez chwile w tworzenie petli dla iluzjonisty.

Na rysunku 17a przedstawiona jest petla majaca te
wlasnosé, ze jedli zdejmiemy ja z ktéregokolwiek palca,
to z drugiego palca mozna juz ja Sciagnac.

Rys. 17a

Rzeczywiscie, jej ptaski rysunek pozwala nazwac¢ ja np.
stowem 'y~ lxy. Jedli zdejmiemy ja z palca X, to
zostanie nam petla o nazwie y~'y, a jedli zdejmiemy
ja z palca Y, zostanie nam petla o nazwie z~'z. Idac
za sugestig p. Michala Krycha, mozna by to wyrazié
tak: gdyby$my zawiesili na $cianie obrazek zaczepiony
na dwdéch gwozdziach tak, jak na rysunku 17d, to
wyciagniecie ktéregokolwiek z gwozdzi sprawi, ze
obrazek spadnie.

Rys. 17b
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Rys. 17d

Czy potrafilibySmy zawiesi¢ obrazek na trzech
gwozdziach, by po wyjeciu ktéregokolwiek z nich
obrazek spadl? Co prawda, nie jest to latwe, ale takie
zawieszenie jest mozliwe na trzech i na czterech, i na
dowolnej skonczonej liczbie gwozdzi. Zacznijmy od
slowa, ktére odpowiada za takie zaczepienie na dwéch
gwozdziach 1 oznaczmy je symbolem [z, y|:

[z,9] = 27ty tay.
Jak zauwazylidmy, zastapienie symbolu x przez 1 lub
symbolu y przez 1 prowadzi do petli $ciagalnej. Innymi
slowy, mozna przyjaé, ze [1,y] = 11 [z,1] = 1. Jedli teraz
p jest stowem odpowiadajacym petli zaplatanej wokdél m
punktéw, a przez p~! oznaczymy te sama petle, tyle ze
majaca przeciwny kierunek obiegu, to latwo stwierdzi¢,
ze petle p~'p i pp~! sa éciagalne, czyli p~'p =pp~! = 1.
Majac to na wzgledzie, widzimy, ze petla odpowiadajaca
stowu [p, z] po zdjeciu z punktu odpowiadajacego z
staje sie §ciagalna. To oznacza w szczegdlnosci, ze petla
postaci

[[I,y], Z] = [-T,y]*lzfl{l’,y]z =

1 ~1 1

= (z7 Yy ley) e ey gy =
1

=y x_lyrz_l

x ly leyz

odpowiada za takie powieszenie obrazka na trzech
gwozdziach, o jakim méwimy wyzej. Jej wyglad
pokazuje rysunek 18.

Rys. 18a

Rys. 18¢c ’l‘r_lyn:z_lz_ly‘lxyz

Rys. 18d

Teraz juz nietrudno si¢ domyéleé¢, ze wieszanie obrazka
wedlug opisanej zasady na czterech gwozdziach mozna
np. zrobi¢ zgodnie ze stowem [[[z, y]. z] . t]. na pieciu -
([[[x, ], 2] , t] ,u] 1 tak dalej.

Zostawiamy Czytelnikowi wymyélenie. jak sprawnie
i szybko takie petle wykonane ze sznurka zakladaé
na palcach reki lub kotkach.

Zostala nam jeszcze sprawa grupy. Otéz grupa, ktora
zawiera w sobie te wszystkie prawa rzadzace petlami,
jakie mozna zaplataé wokét wyréznionyeh n punktéw
X1, X5, ..., X,, to grupa, ktérej elementami sa
wszystkie mozliwe ‘stowa’, jakie mozemy utworzy¢

z symboli 7, rfl , X9, 1‘2_1 ,....T,. 7, ', zapisanych
kolejno jeden po drugim. Przyjmujemy przy tym, ze
dwa slowa sa identyczne, jesli z jednego z nich mozna
otrzymadé drugie w skonczonej liczbie krokéw wstawiajac
badz usuwajac z niego fragmenty postaci aa™! lub a™'a.
Dzialaniem w zbiorze tych sléw jest ich laczenie: jesli
w1, ws sa slowami, to

def.
W ows = wWiws.

Elementem neutralnym jest, oczywiscie, stowo 1,
a tacznodé dzialania nie budzi watpliwosci.

Na zakonczenie sugerujemy zbadanie wiasnosci trzech
petli, ktérych nazwy podane sa ponizej.

1. [z, y2][2, zy][y, 2z]
2. [z, y2t|[t, xyz][z, tzy] [y, 2tz

3. [z,y, 2 2z][2, 2, 2



