Ukryta niesprawiedliwo$¢ w grach Penneya

Gra Penneya polega na rzucaniu moneta, az

do uzyskania okreslonej serii ortéw i reszek.

Na poczatku gracze wybieraja serie dlugosci n.

Na przyktad trzech graczy moze wybra¢ serie: ORORR
(gracz A), RRORR (gracz B) oraz ROORO (gracz C).
Jesli potem uzyskane zostana nastepujace wyniki:
OORRORORORORR, to gra konczy si¢ zwycigstwem
zawodnika A, gdyz w ostatnich pieciu rzutach
otrzymano serie ORORR. Ogélnie rzecz biorac, gdy

w grze Penneya bierze udzial n graczy, to kazdy z nich
wybiera ,swoja’seri¢ i gra toczy sie do chwili uzyskania
jednej z wybranych serii. W klasycznej wersji gry seria
jest trzyelementowa, a graczy dwoch.

Z istoty gry wynika, ze liczba graczy moze by¢ zmienna od jednego
do 2" dla serii n-elementowych.

Zauwazmy, ze gdyby w gre Penneya o dlugosci serii 3
grato 23 graczy, to wybrana zostalaby kazda z o$miu
mozliwych serii: ORR, ROO, OOR, RRR, ROR,
RRO, ORO, OOO i gra konczylaby sie zawsze po
trzech rzutach, przy czym kazdy z graczy mialby
réwne szanse wygranej (p = 2%) Gra bytaby wiec
sprawiedliwa. Uogélniajac, mozemy stwierdzi¢, ze

w przypadku monety symetrycznej, gdy weZmiemy
2™ graczy i serie dtugoéci n, to prawdopodobienstwo

zwyciestwa dowolnego z graczy jest rowne 2%

A co jest ze sprawiedliwo$cia gry Penneya o seriach
n-elementowych, gdy graczy bedzie mniej niz 2™7
Rozpatrzmy przypadek, gdy graczy bedzie dwoch,

a seria trzyelementowa. Zauwazmy, ze dla gry RRR
przeciw ORR, prawdopodobienstwo zwyciestwa gracza
obstawiajacego serie ORR wynosi P(ORR) = %, gdyz
uzyskanie w pierwszych trzech rzutach innej serii niz
RRR powoduje wygrana serii ORR.

Z kolei w grze RRO przeciw ORR mamy P(RRO) = 1,
gdyz uzyskanie w pierwszych dwoéch rzutach serii innej
niz RR powoduje wygrana serii ORR.

Nie zawsze jednak szanse zwycigstwa danego

gracza obliczamy tak szybko. Czasami trzeba

si¢ bardziej natrudzi¢. Dla przyktadu obliczymy
prawdopodobienstwo uzyskania serii OOR przed

seria. ORO. Poniewaz pdzniej bedziemy rozpatrywaé
przypadek monety niesymetrycznej, ponizsze obliczenia
przeprowadzimy w do$¢ ogdlnej postaci, przyjmujac
prawdopodobienstwo wyrzucenia orta réwne ¢,

a prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki rowne p.
Spoéjrzmy na ponizszy schemat.

Wojciech KRZEMINSKI

Stan wyjsciowy oznaczony zostal tu przez s. Wyrzucenie
reszki powoduje powrdt do stanu wyjsciowego, bo nie
faworyzuje zadnej z opcji OOR i ORO. Ze stanu s
z prawdopodobienstwem ¢ dochodzimy do stanu O,
w ktéorym w ostatnim rzucie wypad?l orzel. Ze stanu
O z prawdopodobienistwem p przechodzimy do stanu
OR i z prawdopodobienstwem g do stanu OO.
Ze stanu OR dochodzimy z prawdopodobienstwem ¢
do zwyciestwa gracza obstawiajacego serie ORO
lub z prawdopodobienistwem p wracamy do stanu
wyjsciowego, w ktérym zadna z wybranych serii nie
uzyskala nowych szans w trakcie dotychczasowego
rzucania moneta. Z kolei ze stanu OO droga prowadzi
albo do uzyskania serii OOR, albo do wyrzucania
orta w nieskonczono$é. Czytelnik zechce zauwazy¢, ze
rozwazania te dadza si¢ stresci¢ w ponizszym ukladzie
rownan, gdzie przez px oznaczono prawdopodobienstwo
zwyciestwa gracza obstawiajacego serie OOR, pod
warunkiem, ze znajdujemy sie w stanie X:

Ds = Pps + qpo

PO = PPOR + qPOO

PorR = pps +¢q -0

Poo = qpo +p-1
Stad otrzymujemy

Ds = PPs + qpo

po = p’ps +4
Poo = qpoo +p=1
POR = DPs,

czyli

ps = pps + 4(P*ps + @)
i ostatecznie widzimy, ze prawdopodobienstwo uzyskania

serii OOR przed serig ORO wynosi

q2

1-p-p*¢
codlap=gq=1dajeps =

Ps

2

5

Podobnie mozemy obliczaé¢, oczywiscie,
prawdopodobienstwa dla innych konkurujacych

ze soba serii. W tabeli ponizej przedstawione sa
prawdopodobienistwa wygranej w poszczegdlnych
klasycznych grach Penneya z prawdopodobienstwem
p=q= % Liczba w kratce oznacza prawdopodobienstwo
wygranej gracza a przed graczem b.

a/b | 00O | OOR | ORO | ROO | RRO | ROR | ORR | RRR
000 | X 1/2 | 2/5 | 1/8 | 1/4 | 5/12| 2/5 | 1/2
OOR | 1/2 X 2/3 | 1/4 | 1/2 | 5/8 | 2/3 | 3/4
ORO | 3/5 | 1/3 X 1/2 | 3/8 | 172 | 172 | 712
ROO | 7/8 | 3/4 | 1/2 X 1/3 | 1/2 | 1/2 | 3/5
RRO | 3/4 | 1/2 | 5/8 | 2/3 X | 2/3 | 174 | 172
ROR | 7/12 | 3/8 | 1/2 | 1/2 | 1/3 | X 1/2 | 3/5
ORR | 3/5 | 1/3 | 1/2 | 1/2 | 3/4 | 1/2 | X 7/8
RRR | 1/2 | 1/4 |5/12| 2/5 | 1/2 | 2/5 | 1/8 | X

Jak widzimy, az dwadziescia z dwudziestu oSmiu gier
jest niesprawiedliwych. Jesli jednak mamy do czynienia
jedynie z dwoma graczami, to wydaje si¢, ze mozemy



zawsze tak dobra¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia
reszki, iz otrzymamy serie réwnie prawdopodobne.
Rozpatrzmy na przyklad gre ROO przeciw
RRR. Mozemy po kroétkich rachunkach obliczy¢,
ze prawdopodobienstwo ps zwyciestwa gracza
obstawiajacego seri¢ ROO wynosi
(1 +p)

1—pg—p’q
Podstawiajac ¢ = 1 — p w réwnaniu

¢?(1+p) _1

1—pg—p*q 2
uzyskamy réwnanie p? — 2p? —p + 1 = 0. Uzywajac
metod numerycznych, mozemy znalez¢ pierwiastek
tego réwnania nalezacy do przedziatu (0,1):
p = 0,554958132. ..

Istnieja jednak gry, w ktérych nigdy nie bedzie
sprawiedliwosci. Na przyklad w rozwazanej wczeséniej
grze OOR przeciw ORO seria OOR zawsze bedzie
bardziej prawdopodobna niz seria ORO, niezaleznie od
tego, jakie dobierzemy prawdopodobienstwo wyrzucenia
reszki p. Jesli bowiem zachodzi réwnoéé

to, po podstawieniu ¢ = 1 — p, mamy
2(1—=2p+p°) =1—-p—p*(1—p).
Zatem
PP —3p2+3p—1=0
i ostatecznie (p — 1) = 0, co nie moze zachodzié¢ dla
p e (0,1).

Ponizsza tabela przedstawia prawdopodobienstwo
wyrzucenia reszki, dla ktérego odpowiednia gra jest
sprawiedliwa.

000 | OOR | ORO | ROO | RRO | ROR | ORR | RRR
000 | X 0,5 0,276 | 0,206 | 0,396 | 0,394 | 0,445 | 0,5
OOR | 05 X BRAK | 0,293 | 05 0,597 | 0,618 | 0,604
ORO | 0,276 | BRAK X 0,5 | 0,403 0,5 0,5 | 0,606
ROO | 0,206 | 0,293 0,5 X 0,382 0,5 0,5 | 0,555
RRO | 0,396 | 0,5 0,403 | 0,382 X BRAK | 0,707 | 0,5
ROR | 0,394 | 0,597 0,5 0,5 | BRAK X 0,5 | 0,724
ORR | 0,445 | 0,618 0,5 0,5 | 0,707 0,5 X |0,794
RRR | 0,5 | 0,604 | 0,606 | 0,555 | 0,5 0,724 |0,794| X

Spogladajac na tabele, widzimy, ze gry Penneya

cho¢ wydaja sie oferowa¢ obu graczom réwne

szanse, w istocie czesto sa tak niesprawiedliwe, ze
sprawiedliwos$ci nie moze przywrdci¢ nawet najbardziej
niesymetryczna moneta.

Rozwigzanie na str. 7

- F 624. Nadlatujacy z predkoscia 9y z daleka pojazd kosmiczny porusza

w polu grawitacyjnym 2 zblizajacych si¢ do siebie ciezkich cial po trajektorii
zadanej rysunkiem 2. W momencie mijania maja one predkosci odpowiednio: ymY
i1 1 2. Poniewaz oba ciala sa duzo cigzsze od pojazdu, w uktadzie

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 623. W przestrzeni kosmicznej odpalamy dwie rakiety: jedna
ztozona z 2 identycznych silnikéw rakietowych odpalanych
jednoczesnie w chwili startu, druga ztozona z takich samych
silnikéw odpalanych kolejno, drugi po odczepieniu wypalonego
pierwszego (rys. 1). Poréwnaé predkosci konicowe obu rakiet.
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Rys. 1

zwiazanym z cialami efektem mijania si¢ cial jest tylko zmiana kierunku
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Rys. 3 7o Rozwigzanie na str. 7

- wektora predkosci pojazdu (rys. 3), a w innym uktadzie ¥o — —0o + @ (@ bez zmian).
Oznacza to, ze predkosé pojazdu daleko od obu cial wyniesie ¥ = Uo — 41 + U2, a jego
energia kinetyczna wzrosnie. Lamie to jednak zasad¢ zachowania energii. Gdzie jest

Redaguje Waldemar POMPE

M 1066. Niezerowy wielomian f(z) o wspélczynnikach rzeczywistych
ma te wlasnoéé, ze wielomian f(z? + = + 1) jest podzielny przez
wielomian f(z). Wykazaé, ze stopien wielomianu f(z) jest

liczba parzysta.

kata BDC.

Rys. 5
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Rozwiazanie na str. 10

M 1067. Dany jest trojkat ABC, w ktérym « A = 45°
oraz « B = 75° (rys. 4). Punkt D lezy na odcinku AB )
i spelnia warunek AD : DB = 1: 2. Wyznaczy¢ miare A 1 D D) B

Rozwigzanie na str. 13

Rys. 4

M 1068. Punkty E i F' leza odpowiednio na bokach AB i AD réwnolegtoboku
ABCD (rys. 5). Prosta EF przecina proste BC i CD odpowiednio w punktach P i Q.
Wykazaé, ze pola trojkatow APQ i CEF sa rowne.

Rozwiagzanie na str. 12



