Rozwigzanie zadania M 1066.
Przypuéémy, wbrew tezie, ze wielomian
f(x) ma nieparzysty stopienn. Wéwczas
wielomian ten ma pierwiastek
rzeczywisty. Niech xo bedzie najwigkszym
rzeczywistym pierwiastkiem wielomianu
f(z). Z warunkéw zadania wynika, ze
istnieje wielomian g(z) o wspélczynnikach
rzeczywistych spelniajacy

f@® +z+1) = f(z) g(2)
dla wszystkich = € R. Wstawiajac zo
do powyzszej réwnosci, wnioskujemy, ze
liczba Ig + 20 + 1 > a0 jest pierwiastkiem
wielomianu f(z). Przeczy to zalozeniu,
ze xo jest najwigkszym pierwiastkiem
wielomianu f(z).

Pasiaste mineraly
Jacek WOLKOWICZ

Ogladajac niektére skaly, takie jak agat czy malachit, mozna zaobserwowaé
ciekawe struktury — kolorowe, naprzemiennie utozone koncentryczne lub
rownolegle warstwy. Poniewaz mechanizm ich powstawania wyjasnit Raphael

E. Liesegang, to nazywane sa one pierécieniami, lub warstwami, Lieseganga.
Powstaja one wtedy, gdy w zelu, np. krzemionkowym, rozprzestrzenia si¢
(dyfunduje) substancja, ktéra posuwajac sie w glab zelu, wytraca osad. Reakcje
z tym zwiagzane moga by¢ rdzne.

Pelne poznanie praw rzadzacych powstawaniem warstw Lieseganga jest o tyle
wazne, ze spotyka sie je nie tylko w zjawiskach geologicznych, takich jak
pasmowa struktura intruzji magmowych czy budowa mineratéw, ale takze np.
w kamieniach nerkowych. Sprobujmy zatem poznaé blizej fizyczne podstawy
tego zjawiska poprzez tworzenie tego typu struktur w domowym (lub szkolnym)
laboratorium.

Aby wytworzy¢ pierScienie Lieseganga, trzeba uzyé¢ dwéch substancji, ktore

w wyniku wzajemnej reakcji wytracaja osad. Nalezy jeden z tych zwiazkéw
rozpusci¢ w zelu, np. w zelatynie, a drugi pozostawi¢ w postaci krystalicznej
badz roztworu wodnego. Odkryto wiele zestawéw takich substancji. Historyczny
eksperyment Lieseganga zostal przeprowadzony miedzy roztworem zelatynowym
dwuchromianu potasu KoCroO7 i roztworem wodnym azotanu srebra AgNOg.
My jednak wybraliémy inny zestaw reagentéw, gdyz jest on chyba bardziej
dostepny. W celu przebadania tego zjawiska wykonaliémy do$wiadczenia

z jodkiem potasu KI (w zelu) oraz siarczanem miedzi CuSO4 (w wodzie).

Do wykonania badan uzyliémy wielu probéwek z réznymi stezeniami jodku
potasu i stalym stezeniem zelatyny oraz przyszykowalidémy roztwory o réznych
stezeniach CuSOy4. Dodatkowo wykonaliSmy szereg préb, zmieniajac warunki
zewnetrzne (temperature, naswietlenie itp.), jak i wewnetrzne (rézne stezenia
zelatyny czy nawet rézne potencjaly elektryczne miedzy roztworami KI

i CuSOy). UzyliSmy réwniez probéwek réznych ksztaltow i wielkosci. Wigkszosé
badan przeprowadziliSmy w temperaturze pokojowej. Do kazdej probowki,

na powierzchnie zelu, nalewaliémy po okolo 5 cm? roztworu CuSO,4. Na granicy
zelu i roztworu zachodzilo wytracanie si¢ brunatnego osadu, ktéry z biegiem
czasu coraz glebiej wnikal w zelatyne. Osad powstawal w wyniku reakcji, ktérej
przebieg zaraz wyjasnimy, a pojawial sie coraz glebiej z powodu przemieszczania
sie jonéw siarczanu miedzi do zelatyny. Proces taki nazywamy dyfuzja.
Prowadzi on do wyréwnania stezen jonéw miedzy roztworem a zelem. Krétko
scharakteryzujemy teraz przebieg reakcji, ktéra zachodzi miedzy jonami miedzi
Cu?* i jodu I7. Jest to reakcja redoks (utleniania i redukcji), zachodzaca
zgodnie z nastepujacym réwnaniem:

2Cu*T 4417 — (2Cul + Iy),.

Miedz 2 redukuje si¢ do miedzi 1, a jony jodu utleniaja si¢ do jodu
czasteczkowego Is:

2Cu*t 2~ — 2Cu*

217 — Igl + 2e™
Kationy miedzi 1 stracaja sie z czescia jondéw jodu, dajac bezbarwny osad jodku
miedzi Cul:
Cut +1° — Cul,.

Zatem tworzacy sie osad jest mieszaning Cul i I. Jednak jedynym widocznym
produktem reakcji jest jod — substancja o charakterystycznym brunatnym
kolorze i ostrym zapachu.

Zajmijmy sie teraz fizycznymi aspektami tego zjawiska. Zbadajmy najpierw, jak
przebiega nasza reakcja w czasie. Zauwazamy dyfundowanie CuSO4 do zelatyny
i wytracanie sie osadu I, w postaci warstw przedzielonych strefami, w ktérych
tego osadu nie ma lub jest go mato. O tym, ze zachodzi dyfuzja, wiemy

z obserwacji probki czystej zelatyny, bez jodku, zalanej roztworem CuSQOy.
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Z zelu, ze znacznie mniejsza szybkoscia, dyfunduja w przeciwnym kierunku jony
KT i I~. W obszarze bliskim granicy faz zachodzi reakcja i powstaja czasteczki
jodu. Kiedy zostaje lokalnie przekroczony krytyczny stopien przesycenia Ig,
tworza sie zarodki krystalizacji i wytraca sie osad. Do obszaru tego w wyniku
lokalnego obnizenia stezenia czasteczek I dyfunduja czasteczki z dalszych stref
uktadu. W konsekwencji tego zubozenia dopoty w dalszych strefach nie wytraca
sie osad Iy, dopéki front dyfuzyjny Cu?* nie osiggnie dalszych stref uktadu
praktycznie niezubozonych w reagenty. Tam reakcja zachodzi od poczatku

i proces sie powtarza.

Aby wyjaénié to zjawisko, Wilhelm Oswald, przez analogie do wspo6lczynnika
rozpuszczalnodci, wprowadzil wielko$é nazywana wspotczynnikiem przesycenia
okreslajaca maksymalne stezenie substancji w roztworze przesyconym, przy
przekroczeniu ktérego musi doj$é do wytracenia osadu, po ktérym stezenie
regentow spada do poziomu odpowiadajacemu wspoélczynnikowi rozpuszczalnosci
osadu. Zanim nowy osad si¢ wytraci, stezenie reagentéw musi wzrosnaé

do poziomu odpowiadajacemu maksymalnemu przesyceniu, co nastepuje

w kolejnej strefie.

W reakcjach z powstawaniem pasm Lieseganga wspdlczynnik przesycenia
jest zazwyczaj dwu, trzykrotnie wiekszy od wspotczynnika rozpuszczalnosci,
a obecno$¢ zelatyny zwiecksza ta réznice nawet osiemnastokrotnie (sic!).

W tej reakcji znaczenie zelatyny, a raczej jej struktury jest kluczowe. Jezeli
bedziemy chcieli przeprowadzi¢ nasze do$wiadczenia w temperaturze powyzej
40° C, zelatyna ulegnie denaturacji, czyli straci swa helisowa strukture i stanie
sie¢ mieszaning krotkich tancuchow peptydowych. Zjawisko, ktére przy tej okazji
zachodzi, jest rowniez ciekawe, ale nie jest obiektem naszych badan. Pasma
Lieseganga powstaja rowniez w cieczach i gazach, ale tylko w zelach reakcja jest
tatwa do uzyskania i obserwowania.

W roztworze nad powierzchnia zelu reakcja nie zachodzi. Jest to spowodowane
malg ilodcia jonow 17, ktére poruszajg sie znacznie wolniej w zelatynie niz
jony Cu?*t. Czasem jednak, gdy mamy do czynienia z duzym stezeniem jodku
potasu, gérny roztwoér nabiera zielonego zabarwienia. Jest to spowodowane
mieszaniem sie niebieskich jonéw miedzi i z6ttych jodu, ktérym udalo sie
przedosta¢ do goérnego roztworu, zanim reakcja rozpoczela sie na dobre.

Jak wspomnialem, przeprowadziliSmy rowniez doswiadczenia badajace wplyw
roznych czynnikéw na przebieg procesu. Obiektem naszego zainteresowania stal
sie wplyw grawitacji. PrzeprowadziliSmy do$wiadczenie podobne do poprzednich,
jednak zatkaliSmy probéwke korkiem i odwréciliSmy do géry dnem. Okazalo
sie, ze zjawisko zachodzi réwnie dobrze i w tej sytuacji. SprawdzaliSmy réwniez
wplyw temperatury i naswietlenia. Péki zelatyna byta w formie zelu, zjawisko
zachodzilo podobnie. Przeprowadziliémy réwniez badania z tylko jednym
reagentem (kolejno samym CuSQOy, a potem tylko z KI). Przekonalo nas

to, ze CuSO, dyfunduje duzo szybciej niz KI. Zaobserwowali$émy réwniez,

ze CuSOy4 przenikajac do zelatyny, wciagga powierzchnie zelatyny, tworzac
charakterystyczny lej. Mozemy sie domyslaé, ze w czasie normalnej reakcji lej
tez sie tworzy, ale nie jesteSmy w stanie go zaobserwowac.

Musze jednak ostrzec przyszlych eksperymentatoréw. Ten eksperyment jest
dtugotrwaly. Na niektére z wynikéw czekaliSmy wiele tygodni, poza tym
musieliSmy wykona¢ mase eksperymentow, by uzyska¢ naprawde widoczne
rezultaty. Jest jednak sposob, by przyspieszy¢ dyfuzje. Wystarczy przylozyé
roznice potencjaléw do probki, a reakcja zacznie zachodzié szybciej, nawet duzo
szybciej — wyniki mozna osiagna¢ nawet po kilku godzinach. Mialem réwniez
wrazenie, ze reakcja cofnela sie¢ po zmianie polaryzacji.

Od czasu odkrycia tego zjawiska zarejestrowano sporo réznych zjawisk, ktérych
przebieg jest podobny do oryginalnej reakcji Lieseganga. Nadal jednak nie
wiadomo, czy w pelni rozumiemy zachodzace w czasie tych reakcji zjawiska i czy
wszystkie tego typu struktury sa pierscieniami Lieseganga.
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Rozwigzanie zadania M 1068.
Oznaczmy przez [F] pole figury F. Niech
K bedzie punktem przecigcia prostych
AC i PQ (rys.).

Q D c

Woéwczas dowodzona réwnoéé

[APQ] = [CEF] jest réwnowazna
réwnosci [ACEP] = [CEF]. Z kolei
réwnosé ta, po odjeciu od obu stron
pola tréjkata K EC, przybiera postaé
[AKP] = [FKC]. Wreszcie dodajac

do obu stron ostatniej réwnosci pole
tréjkata AKF, przepisujemy dowodzong
zalezno$¢ w postaci [AFP] = [AFC],

co jest prawda.

Analiza niestandardowa
Leif ARKERYD, Szwecja

W matematyce, z jaka spotykamy sie w szkole i na uniwersytecie, linig¢

prosta identyfikuje sie ze zbiorem punktéw, w ktérym wspolrzednymi sa
liczby rzeczywiste. Istnieje jednakze argument przeciw takiemu konkretnemu
utozsamieniu, ktéry opiera sie na tym, iz nieskonczenie wiele wlasnosci linii
prostej nie moze by¢ ani dowiedzionych, ani obalonych za pomoca aksjomatow
uzywanych w matematyce (tzw. aksjomatéw Zermelo-Fraenkla).

Inny sposob spojrzenia na prosta reprezentowal Gottiried Leibniz (1646-1716),
ktéry traktowal ja jako nosnik réznych zbioréw punktéw, nie tylko zbioru
samych liczb rzeczywistych, ale i bardziej gestych zbioréw zawierajacych idealne
elementy nieskonczenie male, ktére mialy byé¢ wieksze od zera, ale mniejsze

od jakiejkolwiek liczby rzeczywistej. Ponadto tzw. zasada Leibniza zezwalala

na to, by z elementami nieskonczenie matymi robi¢ wszystko to, co mozna

robi¢ ze zwyklymi liczbami rzeczywistymi. A zatem pomnozenie przez —1 daje
elementy ujemne, dodawanie liczb rzeczywistych i nieskoniczenie matych sprawia,
ze nowe liczby zageszczaja ,,przestrzen” pomiedzy liczbami rzeczywistymi.
Wreszcie dzielenie liczby 1 przez dodatnie elementy nieskoniczenie malte daje co$
wiekszego od jakiejkolwiek liczby rzeczywistej — liczby nieskoniczone.

Leibniz jest takze autorem oznaczenia % dla pochodnej oraz oznaczenia calki f f(z)dz

(wykorzystujacego znak f: rozciggniete S), co mialo zreszty reprezentowaé, ze pochodna i catka
réznig si¢ od ilorazu réznicowego, czy tez od odpowiedniej sumy, jedynie o warto$¢ nieskonczenie
malg.

Podejscie Leibniza przyczynito sie w duzej mierze do rozkwitu analizy w wieku
XVIII i znalazto swe odbicie w pracach najwybitniejszego reprezentanta
6wezesnej matematyki Leonarda Eulera (1707-1783). Jednakze, jak zauwazy
kazdy wspotczesny czytelnik dziet Eulera, zasada Leibniza nie zawsze moze
by¢ uzywana. W istocie wszelkie niekonsekwencje i sprzecznosci w niej ukryte
krytykowane byly od poczatku, z najwigkszym moze rozglosem przez biskupa
George’a Berkeleya (1685-1753), ktéry wy$miewal nieskonczenie male jako
wduchy wielkosci, ktére odeszty”.

W wieku XIX metoda nieskonczenie matych byta stopniowo zastepowana

— odtad dominujacg — metoda ,epsilona i delty”. Do konca wieku XIX
aksjomatyczna teoria mnogosci zostata silnie rozwinigta i — nieco paradoksalnie
— wzmocnita opdr przeciw uzywaniu nieskonczenie matych u wielu generacji
matematykéw wierzacych w stwierdzenie Georga Cantora (1845-1918), ze

jest mozliwe dowiedzenie nieistnienia nieskonczenie malych w ramach teorii
mnogosci. Dopiero od Skolema (1887-1963) i jego (niearchimedesowego) modelu
arytmetyki z nieskoficzonymi liczbami (1927) rozpoczyna sie powolny renesans
nieskonczenie matych.

Model archimedesowy arytmetyki to taki, w ktérym dla kazdej liczby N i kazdej dodatniej liczby e
istnieje taka skonczona liczba n, ze zachodzi nieréwnosé

e+e+...4e>N.
———
n razy

Moéwigc obrazowo: w modelu archimedesowym dojdziemy do kazdej liczby, idac choéby
najdrobniejszymi kroczkami.

Polski matematyk Jerzy Lo$ (1920-1998) zrobil w tym kierunku wazny

krok w 1955 r. W jego konstrukcji liczby hiperrzeczywiste sa domknietym
rozszerzeniem (zawierajacym nieskonczenie mate) uporzadkowanego ciala liczb
rzeczywistych. L.o§ podaje tez nowoczesna i Scista wersje zasady Leibniza zwang
zasada przejscia, ktora stwierdza dokladnie, ktére stwierdzenia przenosza sie

z liczb rzeczywistych na elementy nieskoniczenie malte. Ostateczny krok nalezy
do analizy niestandardowej i jej twércy Abrahama Robinsona (1918-1974), ktéry
wykazal, ze nowa wersja zasady Leibniza umozliwia rozwiniecie calej analizy
opartej na liczbach hiperrzeczywistych.
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