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Do opisu poszczegdlnych fragmentdéw rzeczywistosci wystarcza nam czasem

jedna liczba (np. stan pieniedzy na koncie), czasem kilka (np. ci$nienie,
temperatura, wilgotno$é powietrza dla okredlenia pogody), a moze sie tez
zdarzyé, ze i milion liczb to za malo (np. do okreslenia potozen i predkosci
atoméw gazu w stoiku). Tak czy inaczej stan opisywanego przez model
matematyczny uktadu zazwyczaj reprezentowany jest przez n liczb
rzeczywistych, czyli przez jakis punkt w przestrzeni R, gdzie n moze by¢
bardzo duze, ale nie musi. Poniewaz opisywany uklad ulega zwykle zmianie

w czasie, wiec jego historia to droga punktu w przestrzeni n-wymiarowej, zwanej

przestrzenia stanow.

Interesowac nas bedzie pytanie, po jakich drogach
moga chodzi¢ punkty? Nie bedziemy przy tym
rozpatrywaé jakiego$ konkretnego modelu pewnego
zjawiska i ograniczymy sie do bardzo prostej sytuacji,
gdy punkty wedruja po ptaszczyznie. Ruch punktu
bedzie zdeterminowany przez okreslenie predkodci,
z jaka w danym miejscu ma si¢ porusza¢. Innymi
stowy, w kazdym punkcie plaszczyzny zaczepimy
wektor-drogowskaz, tak ze cala plaszczyzna pokryje sie
uczesanymi wloskami, z ktérych utkana bedzie droga
punktu. To, jak ustawione sg wektory-drogowskazy
(a przez to i drogi punktéw), zalezy na ogé6t od
jakiej$ ustalonej regulty. Mozemy np. zalozy¢, ze
wszystkie punkty wiruja woko6l punktu (0,0) ze stala
predkoscia katowa w, a ich predkosé radialna (czyli
ta wzdluz promienia wodzacego, od poczatku ukladu
wspolrzednych do miejsca, w ktérym znajduje sie
wedrujacy punkt), v, dana jest zaleznoscia:

v =711 —7r),

gdzie r — to promien wodzacy (rys. 1).
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Rys. 1

Widzimy, ze v, jest réwne zeru w poczatku ukladu
wspoétrzednych i na okregu 2% 4 y? = 1. Ponadto

dla 0 < r < 1 predkos¢ radialna jest dodatnia, czyli
skierowana od punktu (0,0) do okregu jednostkowego,
dla r > 1 jest ona ujemna, a zatem skierowana

do poczatku uktadu wspélrzednych. Otrzymujemy wiec
obraz drég jak na rysunku 2.

Rys. 2

Zastanéwmy sig, co by sie zmienilto, gdyby predkoséé
wirowania punktow nadal byta stala, ale predkosé
radialna zmieniala si¢ wedle reguty

v =r(a—r1),
gdzie a jest pewna ustalona liczbg rzeczywista. Dla
a > 0 obraz drég nie ulega wigkszej zmianie (rys. 3a),
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Rys. 3a

ale dla a < 0 wyglada catkiem inaczej: znika kolowa
orbita wokot zera i wszystkie punkty zbiegaja do punktu
(0,0), zupelnie tak jak woda w zlewie, gdy wyjaé korek
(rys. 3b).

Rys. 3b

Mozemy zatem na te sytuacje patrzeé nastepujaco:
startujac z ujemnych wartosci parametru a, mamy
jeden $ciek, do ktérego splywaja wszystkie punkty.
Gdy parametr a mija zero, rodzi si¢ koto, ktére wciaga
wszystkie punkty, a dotychczasowy Sciek przestaje byé
Sciekiem i zaczyna by¢ zrédtem. Méwimy, ze w punkcie
a = 0 nastapilta tzw. superkrytyczna bifurkacja Hopfa
(ze stabilnego, tzn. przyciagajacego okoliczne punkty
ujscia, powstala stabilna orbita).

Nieco inna sytuacje otrzymamy, gdy predkosé¢ katowa
nadal bedzie stata, ale predkos¢ radialna zmieniaé sie
bedzie zgodnie z reguta:

vy =r(—r* + 12 +a).
Zbadajmy, kiedy predkos¢ v, jest dodatnia, a kiedy
ujemna. W tym celu znajdzmy pierwiastki wielomianu

—rt +r?+a.

Rozpatrzymy przypadki pod hastem ,be kwadrat minus
cztery ace”.



Przypadek I: Parametr a jest dodatni i wtedy zachodzi

A=1+4a>1.

Mamy dwa miejsca zerowe, z czego jedno jest dodatnie

1++v1+4a
5 .

Widzimy, ze predkosé¢ v, jest dodatnia dla r € (0,71)
oraz ujemna dla r € (r1, 00).
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Przypadki a = 0 oraz a = —1/4 pozostawiamy do rozpatrzenia
Czytelnikowi.
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Rys. 4a

Przypadek II: Parametr a nalezy do przedziatu
(—=1/4,0) i wtedy spelniona jest nieréwnosé
1>A=1+4a>0.

Mamy cztery miejsca zerowe, w tym dwa dodatnie

1—+v1+4a 1++144a
r = 3 Tro = .
\/ 2 \/ 2

FLatwo spostrzec, ze predkos¢ v, jest ujemna dla
r € (0,r1) U (re,00) oraz dodatnia dla r € (r1,72).
Rys. 4b

Przypadek III: Parametr a jest mniejszy od —1/4
i wtedy zachodzi

A=1+4a<0.

Badany wielomian przyjmuje tylko wartosci ujemne.
A zatem dla ¢ < —1/4 mamy v, < 0 dla kazdego r > 0.

Rys. 4c

Wyniki tych elementarnych, cho¢ chwilami nuzacych,
rachunkéw streszczone sg na rysunkach 4a, 4b oraz 4c.

Sprobujmy opowiedzie¢ przedstawiong na obrazkach
historie. Poczatkowo, gdy parametr a byl dodatni,
wszystkie punkty (z wyjatkiem jednego; ktérego?)
zasysato pewne kolo o promieniu wiekszym od 1. Gdy
parametr a malal, malal tez promien ssacego kola, az
w pewnej chwili parametr a osiagnal zero, promien
ssacego kota stal sie réwny 1 i ze spokojnego dotad
punktu (0,0) wystartowalo odpychajace okoliczne
punkty kolo o malym promieniu. To, co dzialo si¢
potem (gdy parametr a malal ponizej zera), latwo sobie
wyobrazi¢: dwa kola — ssace i odpychajace — ruszyly
naprzeciw siebie, az w konicu, gdy parametr stal si¢
réwny —1/4, oba kota uderzyly w siebie i. .. znikly,
zostawiajac na placu boju jedynie zasysajacy wszystko
poczatek uktadu wspotrzednych.

Powstaje pytanie, czy opisane wyzej dramatyczne
historie wedrowek punktéw po plaszczyznie maja
jakikolwiek zwiazek z rzeczywistoscia? Wielu sadzi,
ze tak. Przyroda wybiera bowiem zazwyczaj takie
stany, w ktorych osiagnieta jest pewna rownowaga,
co odpowiada obszarom w przestrzeni stanéw, ktore
zasysaja okoliczne punkty. Wiedza o tym, jak takie
obszary rodzg sie i umieraja, moze mie¢ rozmaite
zastosowania i sg juz tacy, ktérzy probuja uzy¢ jej
do opisu réznicowania sie ubarwienia zwierzat, czy
rozwoju zarodka. Czy jednak bifurkacje spelnia
pokladane w nich nadzieje uczonych, pokaze dopiero
przysztosé.
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Rozwigzanie zadania F 624.

Ze wzoru Ciotkowskiego vy = U In (1\]\?;) , gdzie U to predkosé

wylotowa gazéw z dyszy rakiety, My to masa startowa wraz z paliwem,
M), — masa po zuzyciu catego paliwa. W pierwszym przypadku mamy

v =u IH(ZZZZ) =u 1“(::2)’
gdzie ms, my i u odnosza si¢ do pojedynczego silnika, w drugim
musimy zsumowa¢é predkoéci nadane przez oba silniki

vo=u In (=22 ) fyln (Be) =yln (B . 2Ms ) 5 4.
( ) +uln () =wln ( )

mstmy m my, | mstmy

Wynik pokazuje, ze ,optaca si¢” uzywac rakiet wielostopniowych,
w ktérych zuzyte stopnie sg odrzucane.
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Rozwigzanie zadania F 623.

W analizie pominigto wplyw zblizenia pojazdu na predkosé¢ ciezkich
cial. Zmiana predkosci ich ruchu jest bardzo niewielka przy duzym
stosunku masy cial do masy pojazdu, lecz powoduje zmiang energii
kinetycznej obu cial. Pojazd przyspiesza wigc kosztem energii ruchu
cigzkich cial.

Jest to bardzo uproszczony model mechanizmu wykorzystywanego
do ,wyrzucania” sond kosmicznych poza Uktad Stoneczny przy
pomocy grawitacji planet (np. Voyager).



