Rozwigzanie zadania M 1068.
Oznaczmy przez [F] pole figury F. Niech
K bedzie punktem przecigcia prostych
AC i PQ (rys.).

Q D c

Woéwczas dowodzona réwnoéé

[APQ] = [CEF] jest réwnowazna
réwnosci [ACEP] = [CEF]. Z kolei
réwnosé ta, po odjeciu od obu stron
pola tréjkata K EC, przybiera postaé
[AKP] = [FKC]. Wreszcie dodajac

do obu stron ostatniej réwnosci pole
tréjkata AKF, przepisujemy dowodzong
zalezno$¢ w postaci [AFP] = [AFC],

co jest prawda.

Analiza niestandardowa
Leif ARKERYD, Szwecja

W matematyce, z jaka spotykamy sie w szkole i na uniwersytecie, linig¢

prosta identyfikuje sie ze zbiorem punktéw, w ktérym wspolrzednymi sa
liczby rzeczywiste. Istnieje jednakze argument przeciw takiemu konkretnemu
utozsamieniu, ktéry opiera sie na tym, iz nieskonczenie wiele wlasnosci linii
prostej nie moze by¢ ani dowiedzionych, ani obalonych za pomoca aksjomatow
uzywanych w matematyce (tzw. aksjomatéw Zermelo-Fraenkla).

Inny sposob spojrzenia na prosta reprezentowal Gottiried Leibniz (1646-1716),
ktéry traktowal ja jako nosnik réznych zbioréw punktéw, nie tylko zbioru
samych liczb rzeczywistych, ale i bardziej gestych zbioréw zawierajacych idealne
elementy nieskonczenie male, ktére mialy byé¢ wieksze od zera, ale mniejsze

od jakiejkolwiek liczby rzeczywistej. Ponadto tzw. zasada Leibniza zezwalala

na to, by z elementami nieskonczenie matymi robi¢ wszystko to, co mozna

robi¢ ze zwyklymi liczbami rzeczywistymi. A zatem pomnozenie przez —1 daje
elementy ujemne, dodawanie liczb rzeczywistych i nieskoniczenie matych sprawia,
ze nowe liczby zageszczaja ,,przestrzen” pomiedzy liczbami rzeczywistymi.
Wreszcie dzielenie liczby 1 przez dodatnie elementy nieskoniczenie malte daje co$
wiekszego od jakiejkolwiek liczby rzeczywistej — liczby nieskoniczone.

Leibniz jest takze autorem oznaczenia % dla pochodnej oraz oznaczenia calki f f(z)dz

(wykorzystujacego znak f: rozciggniete S), co mialo zreszty reprezentowaé, ze pochodna i catka
réznig si¢ od ilorazu réznicowego, czy tez od odpowiedniej sumy, jedynie o warto$¢ nieskonczenie
malg.

Podejscie Leibniza przyczynito sie w duzej mierze do rozkwitu analizy w wieku
XVIII i znalazto swe odbicie w pracach najwybitniejszego reprezentanta
6wezesnej matematyki Leonarda Eulera (1707-1783). Jednakze, jak zauwazy
kazdy wspotczesny czytelnik dziet Eulera, zasada Leibniza nie zawsze moze
by¢ uzywana. W istocie wszelkie niekonsekwencje i sprzecznosci w niej ukryte
krytykowane byly od poczatku, z najwigkszym moze rozglosem przez biskupa
George’a Berkeleya (1685-1753), ktéry wy$miewal nieskonczenie male jako
wduchy wielkosci, ktére odeszty”.

W wieku XIX metoda nieskonczenie matych byta stopniowo zastepowana

— odtad dominujacg — metoda ,epsilona i delty”. Do konca wieku XIX
aksjomatyczna teoria mnogosci zostata silnie rozwinigta i — nieco paradoksalnie
— wzmocnita opdr przeciw uzywaniu nieskonczenie matych u wielu generacji
matematykéw wierzacych w stwierdzenie Georga Cantora (1845-1918), ze

jest mozliwe dowiedzenie nieistnienia nieskonczenie malych w ramach teorii
mnogosci. Dopiero od Skolema (1887-1963) i jego (niearchimedesowego) modelu
arytmetyki z nieskoficzonymi liczbami (1927) rozpoczyna sie powolny renesans
nieskonczenie matych.

Model archimedesowy arytmetyki to taki, w ktérym dla kazdej liczby N i kazdej dodatniej liczby e
istnieje taka skonczona liczba n, ze zachodzi nieréwnosé

e+e+...4e>N.
———
n razy

Moéwigc obrazowo: w modelu archimedesowym dojdziemy do kazdej liczby, idac choéby
najdrobniejszymi kroczkami.

Polski matematyk Jerzy Lo$ (1920-1998) zrobil w tym kierunku wazny

krok w 1955 r. W jego konstrukcji liczby hiperrzeczywiste sa domknietym
rozszerzeniem (zawierajacym nieskonczenie mate) uporzadkowanego ciala liczb
rzeczywistych. L.o§ podaje tez nowoczesna i Scista wersje zasady Leibniza zwang
zasada przejscia, ktora stwierdza dokladnie, ktére stwierdzenia przenosza sie

z liczb rzeczywistych na elementy nieskoniczenie malte. Ostateczny krok nalezy
do analizy niestandardowej i jej twércy Abrahama Robinsona (1918-1974), ktéry
wykazal, ze nowa wersja zasady Leibniza umozliwia rozwiniecie calej analizy
opartej na liczbach hiperrzeczywistych.
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Uzytecznosé analizy niestandardowej oparta jest na dwdch wlasnosciach:
wspomnianej juz zasadzie przejscia oraz wlasnosci zwanej nasyceniem, ktora
wyraza fakt, ze system liczb hiperrzeczywistych jest bardzo bogaty. Pierwszym
zastosowaniem analizy niestandardowej byto wypelnienie luk w rozumowaniu,
jakie zawieral XVIII-wieczny rachunek nieskonczenie malych. Ponadto
dostarczyla ona nowego modelu systemu liczbowego z liczbami rzeczywistymi
jako czedcig liczb hiperrzeczywistych. W istocie, analiza niestandardowa idzie
znacznie dalej, dostarczajac modeli dla matematyki klasycznej powstalej

na gruncie liczb rzeczywistych (odpowiednio hiperrzeczywistych) z mozliwoscia
przeprowadzania wszystkich klasycznych rozumowan w kazdej ze struktur.
Ponadto, obiekty struktury rzeczywistej moga by¢ interpretowane w ramach
struktury hiperrzeczywiste] w nowy i owocny sposob. Zasada przejscia daje tutaj
ostre kryterium wyrdzniajace zbiory, do ktoérych odnosi sie zasada Leibniza.
Na przyktad zbior liczb naturalnych mniejszych od danej liczby calkowitej jest
dopuszczalny, ale do zbioru wszystkich skonczonych liczb naturalnych zasady
Leibniza zastosowaé si¢ nie da, gdyz biorac kres gérny tego zbioru (co zawsze
da sie zrobi¢ dla ograniczonych zbioréw liczb rzeczywistych), uzyskaliby$my

w wyniku najmniejszg nieskonczona liczbe calkowita, a wiec co$, czego nie ma.

Gléwne znaczenie analizy niestandardowej to jej rola jako silnego narzedzia dla
obecnej i przyszlej matematyki. W zastosowaniach matematyki w zjawiskach
naturalnych i ekonomicznych, linia hiperrzeczywista i analiza niestandardowa
dostarczaja znacznie wiecej modeli niz klasyczna struktura rzeczywista. Fizycy
czesto zastepuja skonczony zbiér atoméw badz czastek przez zbiér nieskonczony.
Analiza niestandardowa idzie krok dalej i moze zastapié¢ skonczony zbiér zbiorem
sktadajacym si¢ z ustalonej calkowitej liczby nieskonczonej. Zasady skonczonej
kombinatoryki nadal maja tu zastosowanie i na przyktad prawdopodobienstwa
interesujacych fizykéw zdarzen sa tatwe do obliczenia.

Autor tego artykulu interesuje si¢ badaniem rozrzedzonych gazéw, dziedzing
fizyki matematycznej o skomplikowanych réwnaniach, w ktérych sily (np.
grawitacyjne) pomiedzy czasteczkami gazu dochodza do nieskonczonosci,

a czas, w jakim wzbudzony ruch stabilizuje sie, staje sie nieskonczony. Moc
analizy niestandardowej w odniesieniu do wielko$ci nieskonczonych pozwalata
mi niejednokrotnie znajdowaé rozwigzania réwnan gazu, a takze badaé

jego graniczne zachowanie, gdy czas dazyl do nieskonczonosci. Przywotujac
idee zwiazane z zasada przejicia, moje rezultaty otrzymywaly znaczenie

i interpretacje w ramach tradycyjnego podejécia, choé czesto okazywalo sie
niezwykle trudne otrzymanie jakichkolwiek wstepnych wynikéw przy uzyciu
metod klasycznych.

Stynny matematyk Kurt Godel postrzegal analize niestandardowa jako
matematyke XXI wieku. Mamy juz rok 2004, ale w spotecznosci matematykow
wciaz nie jest ona w powszechnym uzyciu. Dzisiejsi matematycy sa bowiem
zazwyczaj wyspecjalizowani i niewielu czuje sie rownie dobrze zaréwno
w zakresie logiki matematycznej, jak i w obszarze zastosowan. Jednakze analiza
niestandardowa ze swa ogromna mocg niewatpliwie zastuguje na to, by znalezé
sie wérod podstawowych metod stosowanych przez matematykéw nadchodzacych
pokolen.

Tlumaczyl Witold SADOWSKI

w

Rozwigzanie zadania M 1067.

Z warunkéw zadania wynika, ze < C = 60°. Niech E bedzie rzutem prostokatnym punktu B

na bok AC (rys.). Z réwnoéci < BAE = 45° uzyskujemy BA? = 2 - BE? natomiast z réwnosci

L BCE = 60° wnioskujemy, ze BE? = % - BC?. W efekcie mamy
BC2:§~BA2:BD-BA.

Zalezno$¢ ta wraz z oczywistg rownoscia < DBC = { CBA dowodzi, ze tréjkaty DBC oraz CBA sa
podobne. Stad <« BDC = < BCA = 60°.
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