Zlosliwe Swinki

W dziale naukowym jednej z gazet pojawilo sie
nastepujace zadanie:

Jest sto skarbonek (to tytulowe §winki) z kluczykami.
Kazdy kluczyk pasuje tylko do jednej skarbonks.
Skarbonki zamykamy, a wymieszane losowo

kluczyki wrzucamy po jednym do kazdej skarbonksi.
Teraz ttuczemy jedng skarbonke, a wyjetym z niej
kluczykiem otwieramy nastepnq, etc. Jaka jest
szansa, ze pozostale skarbonki uda sie otworzyé bez
rozbijania?

Do wyboru byly cztery odpowiedzi:
a) 0, b)1/100, c) 1/2, d) 1. Wielu czytelnikéw
uwazalo jednak, ze zadna z podanych odpowiedzi nie
jest prawdziwa, na ogdl z powodu skojarzenia z dobrze
znanym zadaniem o kapeluszach: jesli n oséb wlozy
losowo n kapeluszy, to z prawdopodobienstwem réwnym
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zadna z nich nie bedzie miata swojego kapelusza
na glowie.

Co gorsza, piszacy te stowa obserwowali to zjawisko

na sobie i swoich studentach. Pierwszym odruchem
byta uwaga: aha, jesli Zaden kluczyk nie znajdzie sie

w skarbonce, ktorqg otwiera, to otworzymy po kolet
wszystkie. Owszem, jest to warunek konieczny, ale nie
dostateczny. Ot6z operacja uda sie wtedy i tylko wtedy,
gdy kluczyk od rozbitej skarbonki pojawi sie na koncu.
A szansa na to — ze wzgledu na symetrie — jest rowna
1/100.

Gdyby kto$ nie wierzyl, moze rozwiaza¢ zadanie
formalnie. Rozwazmy n skarbonek. Zdarzeniami
elementarnymi, ktére uznajemy za jednakowo
prawdopodobne, sa n-elementowe ciagi kluczykéw.
Takich ciggbéw jest n!, zdarzeniami sprzyjajacymi
sa zas te, w ktérych kluczyk od rozbitej skarbonki
pojawia sie na koncu. Jest ich (n — 1), stad szukane
prawdopodobienstwo wynosi
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Niestety, wlasciwe rozwiazanie przychodzi zwykle
do glowy poniewczasie. Swinki sg naprawde ztosliwe.

Dlatego bedziemy je tluc bardziej intensywnie.

Zalézmy, ze w chwili pojawienia si¢ kluczyka
niepasujacego do zadnej skarbonki ttuczemy kolejna.
Tle srednio trzeba sthuc skarbonek, by otworzy¢
wszystkie?

Czytelnik moze sprobowaé odgadnaé rzad wielkosci.
Srednia jest zaskakujaco nieduza i wynosi
1 1, 1 ! 5,187.
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Dla n skarbonek $rednia, ktéra oznaczymy przez e, jest
réwna n-tej sumie czesciowej szeregu harmonicznego:
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gdzie v =~ 0,577 jest stala Eulera. Jak widac, e, rosnie
wraz z n do$é¢ powoli.

Jak uzyska¢ ten wynik?

Sposéb 1. Jedli sttuczemy pierwsza sSwinke, to pasujacy
do niej kluczyk ma réwne szanse pojawienia sie¢ jako
pierwszy, drugi, itd. Wtedy zadanie sprowadza si¢

do otwarcia pozostatych n — 1, n — 2, itd. skarbonek

w ten sam sposéb. Dlatego

1
en=—(eo+...+ep_1)+1, n>1, eo = 0.
n
Mamy zatem dla n > 1:
(1) ne, = (eg+ ...+ en_1) +n,
(2) (n—1)ep—1=(eo+...
Z réwnania (2) wynika, ze
(3) ne,—1 = (eo + -
i odjecie stronami (3) o (1
en—€n—1=1/ndlan=1

+ep_2)+n—1.
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Jak zwykle, poniewczasie wpadamy na inny pomyst,
prowadzacy do prostszych rachunkow.

1
+ =
n

Sposéb 2. Po sttuczeniu pierwszej $winki mamy szanse
1/n znalezienia tam pasujacego do niej kluczyka;

wtedy pozostaje do otwarcia $rednio e,,_; skarbonek.
W przeciwnym razie jesteSmy w stanie otworzy¢ kolejna
skarbonke (nie musimy jej ttuc), zatem pozostaje
srednio e,,_1 — 1 skarbonek do otwarcia. Stad réwnanie:

en:%(uen,l) <11)(1+en L—1) =
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= —(1 +€n_1) + (1 — —)en_l = —4+e€,_1.
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Rozwiazujac zadanie, korzystaliémy tak naprawde

z pojecia warunkowej wartosci oczekiwane;j.
Przypomnijmy, ze zwykla wartos¢ oczekiwana dla
zmiennej losowej przyjmujacej skonczenie wiele wartosci
T1,...Ty, jest dana wzorem

k=1

Jedli teraz wprowadzimy zdarzenie A (takie, ze
P(A) > 0) i zastapimy we wzorze (4) zwykle
prawdopodobienstwo przez warunkowe, otrzymamy
$rednig wartos¢ X na A:
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Jezeli dane jest rozbicie ]—" przestrzeni zdarzen
elementarnych 2 na zdarzenia Ay, ..., A, to
definiujemy warunkowa warto$é¢ oczekiwana X pod
warunkiem F jako zmienna losowa, ktora przyjmuje
wartosci E(X|A;) na A;:

(6) E(X|F)(w)=E(X]|A),

(5) E(X|4) = = 21| A).

weA, i=1,2,...m



Wtedy mozna tatwo udowodnié¢ odpowiednik wzoru Wyrazenie (9) otrzymalismy, korzystajac z (5).

na prawdopodobienstwo catkowite:

Po zamianie kolejnosci sumowania rownosé

(7) E(E(X|F)) = EX. wyrazen (10) i (11) wynika oczywiscie ze wzoru

Oto dowod: na prawdopodobienstwo calkowite.

(8) E(BE(X|F)) = i E(X|A;) - P(A;) = Dwa rozwigzania zadania o $redniej liczbie sttuczonych
= $winek ilustruja typowe zastosowania wzoru (7), ktéry
m n umozliwia uktadanie réwnan. Mieliémy do czynienia

(9) = Z Z 1 P(X = x| A;) - P(A;) = z dwoma rozbiciami przestrzeni € na (wykluczajace sie!)

(10) = i li 2, P(X

(11) = isz(X:zk) = EX.

zdarzenia: w sposobie 1 ze wzgledu na chwile pojawienia

sie kluczyka od pierwszej stluczonej swinki, w sposobie 2
=uxi|d;) - P(A;)| =  — ze wzgledu na to, czy miala w érodku swoj kluczyk,
czy tez nie. Mozna bylo tatwo odgadnaé, bez zbednych
formalizmoéw, czemu sa réwne $rednie E(X|A4;).
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Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 621. Samolot naddzwiekowy poruszajacy sie z preedkosciav > ¢ (gdzie ¢ to
predkos$é dzwieku w otaczajacym gazie) leci wpierw prosto, potem skreca,
zachowujac te sama predkosé. O jaki kat « musi skreci¢ samolot, by ,,ustysze¢”
wlasng fale uderzeniowa?

Rozwiazanie na str. 8

F 622. Wahadlo sklada sie ze sztywnego, niewazkiego preta o dlugosci [

i wirujacego z duza predkoscia w krazka o masie m i momencie bezwladnosci 1
zamocowanego na dole (rysunek). Wahadlo wykonuje swobodne, jednostajne
obroty wokoél osi pionowej odchylone o kat 3 od pionu. Jaka jest predkosc¢
katowa v tych obrotow?

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Waldemar POMPE

M 1063. Zbiér A zawarty w odcinku o dlugosci 1 sktada sie¢ z pewnej liczby
roztacznych odcinkéw. Wiadomo, ze odleglosé dowolnych dwoch punktow
zbioru A jest rézna od 1/10. Wykazaé, ze taczna dlugo$é odcinkéw ze zbioru A
nie przekracza 1/2.

Rozwiazanie na str. 6

M 1064. Punkty My, My, M3 i My sa odpowiednio $rodkami bokéw Aj Ao,
AQAQ,, A3A4 1 A4A5 pi@ciok@ta Wypuklego A1A2A3A4A5.
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Punkty P i @ sa odpowiednio érodkami odcinkéw My M3 i MsM,. Wykazaé, ze
proste PQ i Aj A5 sa réwnolegle oraz PQ = iA1A5.
Rozwiazanie na str. 8

M 1065. Ciag dy,ds,ds, . .. liczb catkowitych dodatnich jest zdefiniowany w ten
sposéb, ze dlan =1,2,3,..., liczba d,, 1 jest liczba dodatnich dzielnikéw
liczby d,,. Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci d; > 1 ciag (d,,) nie zawiera
kwadratéw liczb catkowitych.

Rozwiazanie na str. 7
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