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Twierdzenie Napoleona
Zbigniew BLAJERSKI

Jesli na bokach dowolnego tréjkqta zbudujemy trojkaty
rownoboczne tak, by albo kazdy z nich mial wnetrze roztgczne

z wnetrzem danego trdjkgta (mowimy wtedy o przypadku
zewnetrznym — rysunek 1), albo kazdy z nich mial wnetrze
nierozlgezne z wnetrzem danego tréjkata (przypadek wewnetrzny
— rysunek 2), to okaze sie, ze Srodki tych zbudowanych tréjkaetéw
bedq wierzchotkami trojkgta réwnobocznego.

Fakt ten jest znany pod nazwa twierdzenia Napoleona, cho¢ jego zwiazek
z Cesarzem Francuzéw jest niejasny.

Nie jest jednak prawdziwe proste uogélnienie tego faktu: jedli na bokach
dowolnego n-kata zbudujemy n-katy foremne, to ich srodki nie musza by¢
wierzchotkami n-kata foremnego. Powstaje w zwiazku z tym pytanie, przy
jakich najstabszych dodatkowych zalozeniach mozna to twierdzenie uogdlnic.
Problem ten dla n =4 i n = 6 zostat w 1952 roku rozwiazany przez wtoskiego
matematyka Adriano Barlottiego.

A. Barlotti, Intorno ad una generalizzazione di un noto teorema relativo ad triangolo,
Boll. Un. Mat. Ital. (3) 7 (1952), 182-185.

Oto ten rezultat.

Twierdzenie 1. Srodki kwadratéw zbudowanych (zewnetrznie lub wewnetrznie)
na bokach czworokgta sq wierzcholkami kwadratu wtedy @ tylko wtedy, gdy
czworokat ten jest réwnoleglobokiem (rys. 3, rys. 4).

Mozna tu dopusci¢ (podobnie jak we wszystkich innych przypadkach) réwniez
sytuacje zdegenerowana — rysunek 5.

Rozwigzanie zadania M 1063.
Przyjmijmy, ze I = [0, 1] jest danym
odcinkiem o dlugosci 1. Rozpatrzmy
10 odcinkéw:
{ k k41
= |—, =
10" 10
Dodajac 1/10 do kazdej liczby ze zbioru
ANy (i =0,1,2,3,4), przesuwamy
ten zbiér o 1/10 w prawo. Otrzymujemy
w ten sposéb podzbiér przedziatu Iz;41,

} (k=0,1,2,...,9).

ktory jest rozlgczny ze zbiorem A.

Stad wynika, ze lgczna dlugos$é odcinkow
ze zbioru A nie przekracza polowy
dlugosci odcinka I, czyli 1/2.

Rys. 3

Rys. 4 Rys. 5
Twierdzenie 2. Srodki szesciokgtéw foremnych zbudowanych na bokach
szesciokqgta Py Po P3Py PsPs sq wierzcholtkami sze$ciokgta foremnego wtedy

1 tylko wtedy, gdy glowne przekgtne P;P;ys przecinajq sie w jednym punkcie i sq
réwnolegle do bokéw Piy1P;yo i PiyaPits (indeksy modulo 6).

W trzy lata pdézniej Barlotti analitycznie (postugujac sie liczbami zespolonymi)
znalazl warunek, ktory pozwala na sformutowanie odpowiednika twierdzenia
Napoleona dla dowolnego n > 3.

A. Barlotti, Una proprieta degli n-agoni che si ottengono transformando in una affinita un n-agono
regolare, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 10 (1955), 96-98.
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Przeksztalcenie afiniczne to takie, ktére
zachowuje linie proste.

-]

Rozwigzanie zadania M 1065.
Wykazemy, ze podany ciagg nie zawiera
kwadratéw liczb catkowitych jedynie
wtedy, gdy di jest liczba pierwsza.

Jesli dy jest liczba pierwsza, to wszystkie
pozostale wyrazy tego ciaggu sg réwne 2,
a zatem cigg ten nie zawiera zadnego
kwadratu.

Przyjmijmy, ze di > 2 jest liczbg zlozona.
Oczywiscie dp 1 < dp, przy czym réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy d,, = 2.
Zatem dla pewnego k >3 mamy dj = 2
oraz di_1 # 2. Wéwczas di_1 jest liczba
pierwsza nieparzysta, co z kolei oznacza,
ze dj,—o jest kwadratem liczby catkowitej.
Gdyby bowiem d,, 2 nie bylo kwadratem,
to wszystkie jego dzielniki mozna by
potaczyé w pary (k, d,—2/k), gdzie

k< y/dn—2.

Rozwigzanie zadania F 622.
Dtlugoéé wektora pochodnej momentu
bezwladnosci wahadla wzgledem czasu
to Twv sin 3.

Ry

mg

Zmiana ta wywolywana jest przez
moment sity reakcji R wzgledem srodka
masy wahadta:

IRy sin 3 — IRs cos 3.

Pionowa sktadowa sily reakcji réwnowazy
cigzar wahadtla:

Ry = mg,

pozioma wywoluje ruch dookota $rodka
masy:

Ro = mlsin /51/2.

Po przyréwnaniu pochodnej momentu
bezwladnodci i sumy momentéw sit
otrzymujemy zaleznosé

Twsin v = mglsin 3 — mi? sin 3 cos [J’VZ,

Tw + v/ I12w2 4+ m2gl3 cos 3

2ml? cos 3

czyli

v =

Mianowicie prawdziwe jest

Twierdzenie 3. Srodki n-katéw foremnych zbudowanych na bokach pewnego
n-kgta sq wierzcholkami n-kgta foremnego wtedy i tylko wtedy, gdy ten n-kqt jest
obrazem n-kqta foremnego w jakims przeksztalceniu afinicznym.

Zapewne istnieja proste geometryczne dowody twierdzenia 3. Tu chciatem
przedstawi¢ jedynie geometryczny dowod twierdzenia dla czworokata, przy czym
bede rozwazal tylko przypadek, gdy kwadraty budowane sg zewnetrznie, bo dla
pozostalych przypadkéw (lacznie ze zdegenerowanym) dowdd jest analogiczny.

Dogodnie jest postuzy¢ sie nastepujacym lematem.

Lemat. Jesli na dwéch bokach trojkata zbudujemy (zewnetrznie) kwadraty,

to okregi 01 © 02 ma nich opisane przecinajq sie na okrequ oz, ktorego srednicq
jest trzeci bok trogkqta; ponadto Srodki tych okregow sq wierzcholtkamsi trojkqta
prostokgtnego rownoramiennego.

Dowdd lematu. Niech P bedzie drugim poza C' (oznaczenia z rysunku 6)

:

,/ \
i
PRy

03

Rys. 6

Mamy {CGA =< CFB = 45°, wiec <CPA = CPB = 135°. Zatem

JAPB =360° —2-135° = 90°,
czyli punkt P lezy takze na os. Druga czeéé¢ tezy wynika z faktu, ze 0103
i 0203 sa symetralnymi przyprostokatnych tréjkata APB, a wiec sg
prostopadte. Podobnie O1 05 jest symetralna C'P, a wiec w czworokacie PX0sY
mamy

J010:03 =4 X02Y =360° —2-90° — 135° = 45°.

Dowdéd twierdzenia 1 w wersji zewnetrznej. Zatézmy, ze ABCD jest
rownoleglobokiem, a F, F, G, H — srodkami kwadratéw zbudowanych na jego
bokach (rys. 7).

Wobec lematu czworokat EFGH, jako
zlozony z czterech jednakowych tréjkatéw

prostokatnych rownoramiennych, jest
kwadratem.

G

Zalézmy z kolei, ze EFGH jest kwadratem.
Wobec lematu zastosowanego do trojkatow
ABC i BCD punkt S jest érodkiem zaréwno
AC, jak BD. Zatem czworokat ABC'D ma
srodek symetrii, czyli jest réwnoleglobokiem.

Rys. 7 Podobnie dowodzi sie twierdzenia 2.

Proponuje jednak Czytelnikom zmierzenie si¢ z innymi przypadkami
twierdzenia 3, a moze nawet znalezienie elementarnego geometrycznego dowodu
tego twierdzenia w pelnej ogoélnosci.
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