Maia delld

Czyszczenie ulic

Od czasu do czasu w miescie trzeba wyczyscié¢ ulice. Stuzy do tego
specjalny pojazd wyposazony w szczotki i natryski. Chodzi o to, by
tak zaplanowaé trase pojazdu, by wyczysci¢ wszystkie ulice w miescie,
przejechawszy mozliwie najmniej i niekoniecznie wracajac do punktu
wyjscia. W koncu zawsze mozna wybudowaé¢ dwie bazy pojazdow
czyszczacych. U nas miasto bedzie prostokatne, a kwartaly beda
jednakowymi kwadratami, powiedzmy o boku 1 km.

Na przyktad na rysunku 1 miasto jest prostokatem 2 na 3 km, a system
ulic sktada si¢ z siedemnastu jednokilometrowych odcinkéw dzielacych
miasto na 6 kwartaléw.

Rys. 1

Zachecam Czytelnika do samodzielnego wyznaczenia optymalne;j

trasy. Wcale nie wydaje sie to tatwe. Wszystko jednak wyjasdnia sie,

gdy zastosowaé troche matematyki. Po pierwsze, potraktujmy ulice

i skrzyzowania jako krawedzie i wierzchotki grafu. Klucz do rozwigzania
problemu to stopnie wierzchotkow, czyli liczby, ktore méwia, ile

ulic (krawedzi) zbiega sie¢ w jednym skrzyzowaniu (wierzchotku).

Miasto z rysunku 1 ma 4 wierzchotki stopnia 2, sa to wierzchotki
prostokata, 6 wierzchotkéw stopnia 3 lezacych na bokach prostokata oraz
2 wierzchotki stopnia 4 lezace we wnetrzu prostokata. Gdyby wszystkie
wierzchotki mialy stopnie parzyste, to mozna by wyczysci¢ wszystkie
ulice, kazda przejechawszy doktadnie jeden raz i na koniec znalezé sie

w punkcie wyjscia. I na odwrét, taka sztuka moze sie powiesé¢ w grafie
jedynie wtedy, gdy wszystkie wierzchotki grafu majg parzyste stopnie.
Powyzsze dwa zdania stanowia tresé twierdzenia Eulera, ktére nietrudno
udowodnié¢. Widaé¢ wiec, ze w naszym miescie niektore ulice trzeba bedzie
wyczysci¢ co najmniej dwukrotnie. Przypu$émy, ze znamy optymalna
trase pojazdu czyszczacego. Jedli owa trasa dwukrotnie wiedzie ta

sama ulica, potaczmy wierzchotki tej ulicy dodatkows krawedzia. Jesli
trzykrotnie, dodajemy dwie krawedzie itd. Postepujemy tak z kazda ulica
przejezdzang wielokrotnie. Nietrudno zauwazy¢, ze tak zmodyfikowana
sie¢ ulic mozna objecha¢ bez powtorzen. Po prostu zamiast powtarzaé
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Rys. 2

wybieramy jedng z dodanych krawedzi. Zatem graf, ktéry otrzymujemy
po modyfikacji, ma wytacznie wierzcholki stopnia parzystego. Stad
nietrudno wydedukowaé, ze liczba dodanych krawedzi to przynajmniej
potowa liczby wierzchotkéw nieparzystego stopnia. W poszukiwaniu
optymalnej trasy mozna odwréci¢ powyzsze rozumowanie. Najpierw
dodajmy tyle krawedzi, by kazdy wierzcholek byl stopnia parzystego,

po czym kazda dodana krawedz zastepujemy mozliwie krotka droga
prawdziwymi ulicami miasta. Na szczescie jedna z dodatkowych krawedzi
mozna pominaé, bo pojazd moze przeciez zaczaé czyszczenie w jednym
wierzcholku tej krawedzi, a skonczy¢ w drugim. Oczywiscie, pomijamy
krawedz najdtuzsza. Strategia dodawania dodatkowych krawedzi, a zatem
rowniez wyznaczania optymalnej trasy, bedzie zalezala od parzystosci
wymiaréw miasta.

Rysunek 2 pokazuje, co nalezy zrobi¢, gdy miasto ma parzysta dtugosé
i szeroko$é (a), jeden wymiar nieparzysty (b) oraz oba wymiary
nieparzyste (c).

AN

AN

)

(b) (c)

Nietrudno przekonacé sig, ze rysunek 2 pokazuje, jak wyznaczy¢
optymalne trasy poprzez dodanie dodatkowych krawedzi.

W przypadku (a), gdy oba wymiary, powiedzmy n i k, sa parzyste,
trzeba bedzie nadlozy¢ n + k — 2 kilometréw, w przypadku (b), gdy

n jest parzyste, a k nieparzyste, nadktadamy n + k — 3 kilometréw,

a w przypadku (c) n + k — 1 kilometréw. Zatem zeby wyczyscié¢ ulice
miasta z rysunku 1, potrzeba i wystarczy przejecha¢ 19 km. Rysunek 3
przedstawia jedna z mozliwych tras.

Rys. 3
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