Cztery barwy wystarcza, czyli o kolorowaniu map

Gdy w pazdzierniku 1852 roku Francis Guthrie (byly
student Augustusa de Morgana) kolorowal mape Anglii,
zauwazyt, ze cztery kolory wystarcza, by kazde dwa
sasiadujace hrabstwa roznily sie barwa. Pomy$lal:

Czy cztery barwy wystarczq do pokolorowania dowolnej,
nawet najbardziej skomplikowanej mapy?

Pytaniem zainteresowalo sie zrazu kilku matematykow,
w tym de Morgan i Sir William Rowan Hamilton,

a pézniej takze Arthur Cayley, lecz pierwszy ,,dowdd”
pojawit sie¢ dopiero w roku 1879. Przedstawit go

Alfred Kempe, londynski prawnik, ktéry studiowalt

z Cayleyem w Cambridge, a pézZniej przez wiele lat
piastowal stanowisko skarbnika Royal Society. Byt to
zapewne najstynniejszy falszywy dowdd w calej historii
matematyki, cho¢ krylo sie w nim takze kilka dobrych
pomystéw. A przebiegal on mniej wigcej tak.
Zaktadamy, ze wszystkie kraje na mapie poza jednym
pokolorowali$émy juz czterema barwami, po czym
pokazujemy, jak rozszerzy¢ to kolorowanie na ostatni,
brakujacy kraj. Kazda mape zawierajaca co najwyzej
4 kraje mozna oczywiscie pokolorowaé czterema
barwami zgodnie z regutami sasiedztwa, zatem taka
metoda pozwolilaby rozszerzyé¢ kolorowanie na 5, 6,
7... krajow, czyli na wszystkie mapy. Otéz tatwo
wywnioskowaé ze wzoru wielo$ciennego Eulera, ze

na kazdej mapie jest kraj, ktory ma co najwyzej pieciu
sgsiadow: dwukat (kraj o dwdch bokach), tréjkat,
kwadrat lub pieciokat. Kempe przeanalizowal kolejno
kazdy z tych przypadkéw (rys. 1).

Rys. 1

Jesli mapa zawiera dwukat lub tréojkat, $ciagamy go do
punktu. Mamy wtedy mniej krajéw, potrafimy wiec
pokolorowaé je czterema barwami. Gdy przywrécimy
oryginalna figure, bedzie ona otoczona co najwyzej
trzema krajami. Pozostanie zatem wolny kolor, ktérym
mozemy pokolorowaé¢ éw dwukat lub tréjkat zgodnie

z regulami.

Jesli na mapie znajduje sie¢ kwadrat, popatrzmy —

idac tropem rozumowania Kempego — na dwa tylko
kolory, powiedzmy, na czerwony kraj bezposrednio

nad kwadratem i zielony kraj bezposrednio pod
kwadratem i rozwazmy nastepujace pytanie: czy
czerwono-zielona cze$¢ mapy nad kwadratem jest
polaczona z czerwono-zielong czedcia mapy pod
kwadratem?
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Jesli NIE (rysunek 2), to nad kwadratem mozemy
zamieni¢ kolory czerwony i zielony (czerwone kraje staja
sie zielone i odwrotnie), w wyniku czego kraje lezace
bezposrednio nad i bezpoérednio pod kwadratem beda
oba zielone — a wtedy mozemy kwadrat pomalowaé

na czerwono.

Rys. 2

Rys. 3

Jedli jednak TAK (rysunek 3), to zamiana koloréw

w niczym nie pomoze — kwadrat bedzie wciaz otoczony
czterema barwami. W takim przypadku popatrzmy

na niebieski kraj lezacy bezposrednio na prawo

i z0lty kraj lezacy bezposrednio na lewo od kwadratu.
Niebieskie i z6lte terytoria po prawej sa teraz oddzielone
od takich samych terytoriow po lewej, gdyz rozdziela

je pierécien czerwono-zielony. Mozemy zatem po

prawej stronie zamienié¢ niebieski z z6ttym bez szkody
dla strony lewej, a nastepnie pokolorowa¢ kwadrat

na niebiesko.

Wreszcie gdy mamy do czynienia z pieciokatem, Kempe
proponuje podobne rozumowanie, wymagajace jednak
tym razem dwukrotnej zamiany kolorow, w wyniku
ktoérej pieciokat okaze sie otoczony tylko trzema
barwami, a czwarta zostanie dla niego. Tak konczy sie
dowdd twierdzenia o czterech barwach.

Przez 11 lat rozumowanie Kempego byto powszechnie
akceptowane, m.in. przez Cayleya, wiec bomba
podrzucona przez Percy’ego Heawooda w 1890 roku
wywolala nie lada efekt. Heawood wskazal na
fundamentalny blad w pracy Kempego, wykazujac, ze
nie zawsze mozna wykonaé¢ dwukrotna zamiane koloréow
w przypadku pieciokata. Udato mu si¢ jednak uratowac
cze$¢ rozumowania, wystarczajaca do udowodnienia,

ze kazdg mape mozna pokolorowaé piecioma barwami —
wynik wciaz jeszcze imponujacy.

Heawood prébowal rowniez uogoélnié¢ problem
kolorowania na inne powierzchnie. Rzut stereograficzny
sfery na plaszczyzne pozwala zauwazy¢, ze kolorowanie
map na sferze jest tym samym, co kolorowanie map

na plaszczyznie, ale jak wyglada sprawa z kolorowaniem



map na obwarzanku, czyli torusie? Tu magiczna okazala
sig liczba 7. Torusowa wersja wzoru wieloSciennego
Eulera prowadzi do wniosku, ze siedem barw

wystarczy do pokolorowania dowolnej mapy na torusie,
a jednocze$nie Heawood podal przyktad mapy, dla
ktorej konieczne jest uzycie wlasnie tylu koloréw.

Jesli dopuscimy dziury w powierzchni (takie jak

w preclu), to liczba niezbednych barw wzrosnie. Jak
udowodnit Heawood, do pokolorowania kazdej mapy
na obwarzanku z h dziurami (gdy h > 1) potrzeba
N barw, przy czym

N = B(?JrM)],

gdzie [x] oznacza cze$é calkowita liczby x. Heawoodowi
nie udalo sie pokazacé, ze dla kazdej powierzchni tego
typu istnieje mapa, ktérej nie mozna pokolorowaé
mniejsza liczba barw — ale to zajeto nastepne 78 lat.
Okazalo sie, ze dowdd tej hipotezy Heawooda wymaga
rozpatrzenia 12 zupelnie odmiennych przypadkéw.

Do 1967 roku niemiecki matematyk Gerhard Ringel

i jego amerykanski kolega Ted Youngs rozstrzygneli
wiekszo$¢ z nich. Korzystajac z rocznego urlopu, Ringel
pojechat do Kalifornii i po kilku miesiacach wspdlnej
pracy z Youngsem uzupelnili dowdd o brakujace
przypadki.

Gdy nieco pézniej Ringel zostal zatrzymany na kalifornijskiej
szosie za przekroczenie predkosci, policjant, spojrzawszy na jego
prawo jazdy, zapytal: ,Ringel, aha. To Pan jest tym, ktéry
rozstrzygnat hipoteze Heawooda?” Okazalo sig, ze jego syn
studiowal w grupie, w ktorej zajecia prowadzil Ted Youngs.
Oczywiscie Ringel odjechal bez mandatu, co dowodnie $wiadczy
o przydatnosci problemu kolorowania map!

Tymczasem praca nad problemem czterech barw
dawala efekty do$¢ mierne. Choé trudno bylo naprawié
btad Kempego, mozna bylo jednak wydoby¢ z jego
artykulu dwa pomysty, ktére mialy okazaé sie przydatne
w ostatecznym rozwigzaniu.

Pierwszy z nich to pojecie nieuniknionego zbioru
konfiguracji. Jak stwierdziliSmy wyzej, kazda mapa
zawiera figure, ktora jest co najwyzej pieciokatem,
zatem wymienione przy tej okazji konfiguracje (dwukat,
trojkat, kwadrat, pieciokat) stanowia przyklad
nieuniknionego zbioru: w kazdej mapie jedna z nich
musi wystapi¢, nie mozna ich uniknaé. Z pierwszymi
trzema umiemy sobie poradzié¢, trudnosé sprawia
jedynie pieciokat — sprobujmy wiec zastapi¢ go czyms$
innym. Mozna wykazaé, ze kazda mapa niezawierajaca
dwukata, trojkata ani kwadratu, zawiera nie tylko
pieciokat, ale réwniez albo dwa sasiadujace pieciokaty,
albo pieciokat sasiadujacy z szesciokatem. Mamy zatem
nowy nieunikniony zbidr: dwukat, trojkat, kwadrat,
dwa sasiadujace pieciokaty, pieciokat sasiadujacy

z szedciokatem.

WidzieliSmy tez, ze dwukat, tréjkat lub kwadrat

jest konfiguracja redukowalng, co oznacza, ze kazde
kolorowanie pozostalej czesci mapy czterema barwami
mozna rozszerzy¢ tak, by objelo ono i te konfiguracje —
czego nie umiemy zrobi¢ z pieciokatem.
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Jednak w 1913 roku amerykanski matematyk
George Birkhoff wykazal, ze redukowalna jest takze
konfiguracja pokazana na rysunku 4 — co otworzyto
droge do odkrycia tysiecy dalszych redukowalnych
konfiguracji.

Rys. 4

Widaé zatem, ze w celu udowodnienia, ze cztery barwy
wystarcza do pokolorowania kazdej mapy, nalezy
znalez¢ nieunikniony zbior konfiguracji redukowalnych,
a wiec taki zbiér konfiguracji, ze kazda mapa zawiera
co najmniej jedng z nich — i ta, ktéra zawiera, jest
redukowalna.

Przez pierwsze dwie trzecie XX wieku poszukiwano
albo nieuniknionych zbioréw konfiguracji, albo
konfiguracji redukowalnych. Pierwszym, ktory potaczyt
te dwa pojecia, byl niemiecki matematyk Herman
Heesch. Spedzil on 40 lat na poszukiwaniach wlasnie
nieuniknionego zbioru redukowalnych konfiguracji.
Wreszcie w 1976 roku pomyst Heescha zostat
zrealizowany przez dwoch matematykéw z Uniwersytetu
stanu Illinois, Kennetha Apple’a i Wolfganga Hakena,
wspomaganych w sprawach komputerowych przez
studenta Johna Kocha. Po czterech latach poszukiwan
z uzyciem najpotezniejszych komputeréw owego czasu
znalezli oni nieunikniony zbiér 1936 redukowalnych
konfiguracji; po pewnym czasie udato im si¢ go
zmniejszy¢ do 1482 redukowalnych konfiguracji,

a uzyskane rozwigzanie opublikowali w 1977 roku

Dowéd wspomagany obliczeniami komputerowymi
budzit wéwcezas duza podejrzliwosé i rodzil wiele
filozoficznych pytan. Czy mozna uznaé za poprawny
dowdd, ktérego nie mozemy sprawdzié¢ recznie, nawet
jesli udzial komputera sprowadzal si¢ do rutynowego
zweryfikowania przypadkéw? Ale czy rzeczywiScie
powinni$my poktada¢ wiare w reczny, ale niezmiernie
dhugi dowdd, powiedzmy, twierdzenia Feita—Thompsona
o grupach rozwiazalnych, albo w dowod Wilesa dla
Wielkiego Twierdzenia Fermata, gdzie mozliwosé
ludzkiego btedu jest ogromna?

W latach 90. XX wieku czterech matematykéw: Neil
Robertson, Dan Sanders, Paul Seymour i Robin
Thomas, przedstawilo bardziej strukturalny dowdd
twierdzenia o czterech barwach. Zastosowali oni
podobne komputerowo wspomagane podejécie co
Apple i Haken, ale objeto ono tylko 600 redukowalnych
konfiguracji, ktére mozna sprawdzi¢ na laptopie

w ciagu kilku godzin. Wiekszo$¢ matematykéw chetnie
przyjmuje ten dowod, nawet jesli mieli watpliwosci
wobec dowodu Apple’a—Hakena. Nie mamy jednak, jak
dotad, zadnego dowodu, ktory obywalby sie catkowicie
bez komputera.
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