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Wysokie ci$nienie lepiej zniesie gumowy
balonik. Jest on elastyczny, wiec
powickszajace si¢ ci$nienie na zewnatrz
spowoduje tylko niewielka zmiang
objetosci wody w $rodku, ale sity
dzialajace na jego powloke beda sie
réwnowazy¢. Teoretycznie moze on
zanurzy¢ sie na dowolnie duzg gtebokosé.

W wypadku puszki cisnienie wewnatrz
pozostaje podczas zanurzania bez zmian,
a ci$nienie na zewnatrz roénie. Poki sity
sprezystodci stali rownowaza powstate
naprezenie, puszka utrzyma swéj ksztalt,
jednak w pewnym momencie zostanie ona
zgnieciona.

W roku 1801 Carl Friedrich Gauss stwierdzil (w 329. artykule Disquisitiones
Arithmeticae), ze ,problemy odrézniania liczb pierwszych od zlozonych i rozktad
tych ostatnich na czynniki pierwsze sa uznane za jedne z najwazniejszych

i najbardziej uzytecznych w arytmetyce”. Do roku 2001 te same problemy,
dzieki wynalazkowi kryptosystemoéw opartych na faktoryzacji liczb pierwszych,
okazaly sie kluczowe dla rynku w Internecie. Wydaje sie zadziwiajace, ze

co$ nowego da sie powiedzie¢ o parze tak starozytnych i tak dlugo badanych
probleméw. Tymczasem nowe odkrycia pietrza sie! Najnowsze z nich — algorytm,
ktéry w czasie wielomianowym rozstrzyga, czy dana liczba jest pierwsza —

ma wyjatkowe znaczenie. Autorami tego algorytmu sa: Manindra Agrawal,
Neeraj Kayal i Nintin Saxena z Politechniki w Kanpur w Indiach.

Powszechnie znany jest fakt, ze z dwoch probleméw wymienionych przez Gaussa
sprawdzanie, czy dana liczba jest pierwsza, jest znacznie tatwiejsze niz rozktad
liczby zlozonej na czynniki. Najbardziej naturalnym testem, czy dana liczba
jest pierwsza, jest prébowanie podzielnosci przez kolejne mozliwe czynniki,

co daje wrazenie, ze testowanie, czy liczba jest pierwsza, musi opieraé si¢ na
faktoryzacji. Wydaje sie przy tym tez, ze liczba operacji matematycznych,
potrzebnych do przetestowania liczby, wynosi okoto 10™/2 dla n-cyfrowej
liczby N. Oznacza to, ze potrzeba okolo v/N krokéw do przetestowania
wszystkich mozliwych dzielnikow liczby N, gdyz tylko liczba 2 i liczby
(nieparzyste) az do v/N musza byé brane pod uwage. Ale oba te wrazenia sg
btedne.

Po pierwsze, jest wiele testow, ktére daja odpowiedz ,tak” lub ,nie”, bez
znajdowania jakiegokolwiek dzielnika, jesli odpowiedz brzmi ,nie”. Klasyczny
taki test opiera si¢ na twierdzeniu Wilsona: N jest liczba pierwsza wtedy i tylko
wtedy, gdy N dzieli liczbe (N — 1)! 4+ 1. Test ten nie jest jednak zbyt praktyczny:
jedli N ma 100 cyfr, to obliczenia wymagaja pomnozenia 10%° liczb. Istnieja
jednak takze wydajne testy. Wiele z nich wywodzi si¢ z matego twierdzenia
Fermata: jesli p jest liczba pierwsza i a nie jest wielokrotnoscia p, to

(1)
Jest szybki sposéb na to, by obliczyé a?~! mod p, oparty na powtarzaniu
podnoszenia do kwadratu i uzywaniu dwdjkowego rozwiniecia liczby p — 1.
Na przyklad, aby obliczy¢ 222 mod 23, obliczamy (zawsze modulo 23) liczby
2l=292 22=4, 2'=16=-7, 28=49=3, 26=0.

Mamy zatem

a?~! =1 modp.

222 =2916.91.92=9. (7). 4= (-17)-4 =1,
jak tego zreszta oczekiwalismy, skoro 23 jest liczba pierwsza.

Pozytywny wynik testu Fermata jest warunkiem koniecznym tego, by dana
liczba byla pierwsza, ale nie jest wystarczajace. Wiele liczb p, znanych
jako liczby Carmichaela, spelnia (1) dla wszystkich a niepodzielnych

przez p. Najmniejsza z nich to p = 561 = 3 - 11 - 17. Alford, Granville

i Pomerance udowodnili, ze jest ich nieskonczenie wiele. Jednak bardziej
wyrafinowane warianty testu Fermata naprawde weryfikuja, czy dana
liczba jest pierwsza. Do niedawna najbardziej wydajny byt test APR
(Adelman—Pomerance-Rumely), ktérego czas dzialania byl rzedu

(log N)log log log N.

7 grubsza biorac, sa dwa rodzaje algorytméw. Wydajne sa klasy P, co oznacza,
ze dzialaja w czasie wielomianowym. Oznacza to, iz dla danych na wejsciu N
bitow uzyskuja odpowiedz po wykonaniu co najwyzej kN" krokow, gdzie k i r
sg stalymi. Nieefektywne algorytmy sg klasy nie-P i wykonywane sa w czasie
gorszym niz wielomianowy, przy czym bardzo niewydajne pracuja w czasie
wykladniczym kr"™ lub dtuzszym.

Do 2001 roku bylo wiadomo, ze sprawdzanie, czy liczba jest pierwsza moze by¢
wykonane w czasie niewiele dluzszym od wielomianowego, tak ze w przypadku
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liczby 200-cyfrowej mozna to bylo zupelnie swobodnie wykona¢ na zwyktym,
dobrym komputerze. Z drugiej strony, wydawato sie, ze roztozenie na czynniki
pierwsze liczby 200-cyfrowej nawet przy uzyciu najlepszych metod zajeloby
czas, jaki uptynat od zarania ludzkiej cywilizacji. Jednak nie byto i nadal nie
ma teoretycznej gwarancji, ze faktoryzacja liczby to problem klasy nie-P.
Cho¢ wiec sadzi si¢ powszechnie, ze nie istnieje zaden algorytm faktoryzacji
dzialajacy w czasie wielomianowym, to moze jest inaczej, a my po prostu nie
jestesmy wystarczajaco sprytni, zeby go odkry¢. Pod koniec roku 2001 nie istnial
przeciez zaden algorytm sprawdzania, czy dana liczba jest pierwsza, dziatajacy
w czasie wielomianowym, a tymczasem w 2002 roku juz sie taki pojawil wraz
z wkroczeniem do akcji wspomnianych matematykow indyjskich. Wymy$lili oni
mianowicie nowy wariant testu Fermata. Zamiast pracowac z liczbami, zajeli sie
wielomianami jednej zmiennej. Punktem wyjscia ich rozwazan byt fakt, ze gdy =
to niewiadoma, a p to liczba pierwsza, ktora nie dzieli liczby catkowitej a, to

(x —a)? = (2P — a) mod p.
Testowanie tej kongruencji nie prowadzi jeszcze do wielomianowego czasu
dzialania algorytmu. Zamiast tego algorytm testuje powyzsza nieréwnosé
modulo rézne proste wielomiany, ktére dla wygody przyjmuje sie w postaci
z" — 1 dla pewnego catkowitego r. Jedna iteracja algorytmu sprawdza, czy
zachodza jednoczesnie kongruencje

(2) { (z —a)P = (2P — a) moda" — 1

(x —a)P = (2P — a) modp.
Kongruencje sa spetnione dla wszystkich liczb pierwszych p. Dla danego
a i r takze przez niektore liczby zlozone, ale zadna liczba zloZzona nie spelnia
powyzszej kongruencji dla wszystkich a i r. Trik polega wiec na tym, by
utrzymac zlozonoséé obliczeniowa algorytmu, zapewniajac jednoczesnie, ze zadna
liczba zlozona nie przeslizgnie sie przez zastawiong siec.

Test (2) moze byé przeprowadzony w czasie rzedu r2 log® p, przy uzyciu
powtarzalnego podnoszenia do kwadratu lub w czasie rlog? p, gdy uzyjemy
szybkiego mnozenia Fouriera. Jest to zatem czas wielomianowy. Zaczynamy
od wybrania odpowiedniego r; powinna to byé liczba pierwsza rzedu log® p,

a r — 1 musi mieé¢ dzielnik pierwszy wielkosci co najmniej 71/2+¢ dla pewnego
d > 0. Takie r istnieje (Fouvry, Baker, Harman). Nastepnie algorytm sprawdza
kongruencje (2) dla malej liczby kandydatéw na a (ta mala liczba jest

rzedu rlogp). I — jak dowiddl zesp6l hinduskich matematykéw — algorytm

ten rozstrzyga pierwszoéé liczby N w czasie rzedu log'? N, co jest czasem
wielomianowym (oszacowanie to zostalo jeszcze poprawione).

Istnienie algorytmu rozstrzygajacego w czasie wielomianowym to, czy dana
liczba jest pierwsza, zmienia nasze myslenie o calym zagadnieniu. Ale metody
tu rozwiniete zdaja sie nic nie podpowiadaé, jak rozwiazaé¢ drugi z probleméw
Gaussa — faktoryzacje. Czy istnieje algorytm klasy P znajdujacy dzielniki liczby
zlozonej? Wigkszos¢ ekspertow mysli, ze nie, ale teraz nie sg juz tego tak pewni,
jak dotychczas.

Tlumaczyl Witold SADOWSKI

Rozwigzanie zadania M 1060. D C
Niech F' bedzie punktem symetrycznym do
punktu E wzgledem prostej DB. Wéwczas
punkt F lezy na odcinku AB i AF = CE. \
Zatem tréojkaty AFD i CED sa przystajace.
Poniewaz \ Q _

<EPB+ <EQB = 180°, ) T

wiec punkty P, E, Q, B leza na jednym okregu. D

Analogicznie stwierdzamy, ze punkty A, F', P, D \ - p

leza na jednym okregu. Zatem _ ,\( A
JAPD =< AFD =4<CED =< BEQ =<4 BPQ, e /\,’,

skad wynika, ze punkty A, P i Q leza na jednej A F B

prostej.
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