Przekatna Cantora Michel MENDES FRANCE, Francja

Zbiér liczb wymiernych Q jest
przeliczalny, co oznacza, ze wszystkie jego
elementy mozna ustawi¢ w cigg.

Juz ze szkoly znamy charakteryzacje
liczb wymiernych: sa to doktadnie te
liczby, ktérych rozwiniecia (przy dowolnej
podstawie wigkszej od 1) sa od pewnego
miejsca okresowe.

Rozwigzanie zadania F 620.
Jesli samolot nie moze startowaé pionowo,
to maksymalna sita ciggu jego silnikéw
musi by¢ mniejsza od jego ciezaru

T < mg
Podczas lotu poziomego ze stala
predkosciag opory ruchu réwnowazg si¢
z ciggiem

nvi =T
a podczas pikowania w dél z ciggiem
i cigzarem

rws =T+ mg

stad kv > 27 i vg > V2v, ~ 1270 km/h,
czyli wigcej niz predkosé dzwieku m.
Nalezy zaznaczy¢, ze dla predkosci
bliskich m i wigkszych zaleznos¢ oporu od
predkosci jest w rzeczywistosci bardziej
skomplikowana.

Rozwazmy tablice nieskonczona T', ktorej kazdy wiersz przedstawia rozwiniecie
dziesietne pewnej liczby wymiernej z przedzialu (0, 1). Przypusémy, ze
zapisaliSmy w ten sposéb wszystkie liczby wymierne ze wspomnianego
przedziatu, a jesli ktéras ma podwdjna reprezentacje, uwzgledniliémy obie.
Tak wiec na przyklad pewien wiersz tablicy bedzie mial posta¢c 119999...,

a w innym wierszu pojawi sie takze 1 2000 0... . Bedziemy pisali
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gdzie ag jest jedna z cyfr 0,1,2,...,8,9.

Twierdzenie 1. Liczba, ktérej cyfry dziesietne sa wziete z przekatnej
1,23

r = 0,aja3a3 ... jest niewymierna.
Dowdd. Niech f bedzie przeksztatceniem wzajemnie jednoznacznym zbioru
{0,1,2,...,8,9} w siebie. Przyjmijmy, ze f nie ma punktu stalego, tzn. dla
kazdego a € {0,1,2,...,8,9}, f(a) # a. Na przyklad f(a) =a+1dla0<a <8
i £(9) = 0. Rozwazmy tablice 7" otrzymana z T' przez zastapienie a¥ przez
f(ak), dla k =1,2,3,.... Wtedy ciag f(al)f(a3)... nie moze by¢ wierszem
tablicy T', bo w przeciwnym razie, dla pewnego k bytoby
araiay ... ak ... = fla)f(a3)... f(a})...

co jest niemozliwe, gdyz oba ciagi réznig si¢ na k-tym miejscu. A zatem
ciag f(ai)f(a3)f(a3)... nie nalezy do zbioru wierszy T, a wigc reprezentuje
liczbe niewymierna. Nietrudno zauwazy¢, ze, ogélnie, ciag f(b1)f(b2)f(b3) ...
jest od pewnego miejsca okresowy wtedy i tylko wtedy, gdy wlasno$é te ma
Cl@g b1b2b3 Cee
Stad wnioskujemy, ze réwniez przekatna ajaia} ... macierzy T
reprezentuje liczbe niewymierna.

QED
Twierdzenie 2. Liczba z = 0, a%a%ag ... zawiera kazda cyfre nieskonczenie
wiele razy.

Dowdd. Dla otrzymania sprzecznosci przypusémy, ze cyfra 7 (na przyklad)
wystepuje tylko skoniczenie wiele razy. Niech g bedzie przeksztalceniem
zbioru {0,1,2,...,8,9} w siebie okreslonym przez g(7) =01 g(a) =7, dla
kazdego a # 7. Jak poprzednio, przeksztalcenie nie ma punktu stalego,
choé tym razem nie jest wzajemnie jednoznaczne. Niech T" bedzie tablica
otrzymana z T przez zastapienie a’,z przez g(az), dla k=1,2,3,.... Jak
poprzednio, liczba 0, g(a})g(a3)g(a3) ... nie moze byé¢ wierszem T'. Ta
liczba powinna zatem by¢ niewymierna. Z drugiej strony, skoro od pewnego
miejsca af # 7, mamy (od pewnego miejsca) g(af) = 7 i w konsekwencji
0,9(at)g(a3)g(a3) ... jest wymierna. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi,
ze 7 wystepuje nieskonczenie czesto w rozwinieciu dziesietnym liczby .
QED

Uwaga 1. Rozwazmy powyzsza tablice T' i wszystkie tablice, jakie mozna
otrzymacé permutujac dowolnie jej wiersze. Zbior przekatnych wszystkich

tych tablic jest wigc pewnym zbiorem liczb niewymiernych E. Twierdzenie 2
pokazuje, ze na ogét E jest wlasciwym podzbiorem (R\Q) N (0,1). Jest

jasne, ze rozumowania powyzsze zachowuja swa stusznosé dla rozwinie¢

przy dowolnej podstawie. Niemniej jednak, przy podstawie 2 mozna wykazad,
ze E=(R\Q) N (0,1).

Uwaga 2. Mozna takze zastapi¢ ,liczby wymierne” przez ,liczby algebraiczne”
i ,liczby niewymierne” przez ,liczby przestepne”. .., a takze wyobrazi¢ sobie
wiele innych wariantéw, cho¢ dowody trzeba bedzie zmodyfikowac.

Ttumaczyl Damian NIWINSKI
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