Planetarium w Kopenhadze

Zaprojektowane przez dunskiego architekta, Knuda
Munka, Planetarium Kopenhaskie ma ksztalt, ktory
matematycy okresliliby jako prosty walec kolowy $ciety
ukos$na plaszczyzna.

Planetarium im. Tychona Brahego w Kopenhadze.

Pewnego dnia moja zona, réwniez architekt, spytata
mnie, jak mozna najlatwiej zbudowaé kartonowy

model takiego budynku. Dzieki powszechnie uzywanym
programom projektowym typu CAD (computer
aided-design) mozna z tatwoscia zobaczy¢ obraz
budynku na ekranie lub papierze, lecz zazwyczaj nie
daja one zadnych wskazéwek, jaka krzywa nalezy
narysowaé¢ na plaskim (i miekkim) kartonie, by po jego
rozcieciu wzdtuz tej krzywej i zwinieciu powstat zadany
ksztatt.

Chce tu wyjasni¢, jak mozna odpowiedzie¢ na pytanie
mojej zony.

Przyjmijmy, ze otrzymany walec (rys. 1) ma promien
podstawy rowny r, natomiast m jest odlegtoscia
miedzy najnizszym punktem ukosnego, plaskiego dachu
i plaszczyzna podstawy. Niech ponadto M oznacza
odleglo$é najwyzszego punktu dachu od tej plaszczyzny.
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W celu matematycznego opisu sytuacji wprowadzmy
tréjwymiarowy uktad wspolrzednych w sposéb
nastepujacy. Walec umieszczamy na plaszczyznie xy,
tak aby jego o stanowila trzecia o$ uktadu, czyli o$
Oz, a $rodek podstawy byl tego uktadu poczatkiem.
Co wiecej, zrobmy to tak, by zaréwno najnizszy, jak

i najwyzszy punkt dachu lezaly w plaszczyznie xz

i mialy wspétrzedne (r,0,m) i (—r,0, M), odpowiednio.
Takie polozenie walca w ukladzie wspélrzednych ma
wiele wygodnych konsekwencji.
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Pierwsza z nich jest to, ze (—r,0, M) — (r,0,m) =

= (=2r,0, M — m) jest w plaszczyZnie xz wektorem
réwnoleglym do dachu, podezas gdy (M —m, 0, 2r) jest
(w tej samej plaszezyznie xz) wektorem normalnym

do dachu. Ponadto punkt przeciecia osi Oz z dachem,

S, ma wspélrzedne (0,0, 2EM).

Punkt P(t) na krzywej wspdlnej dla walca

i dachu mozna opisa¢ parametrycznie w postaci
(rcost,rsint, h(t)) dla ¢ € [0,27). Funkcja h jest wlasnie
poszukiwang funkcja, gdyz jej wykres wyznacza ciecie
kartonu przed jego zwinieciem.

Aby znalezé te funkcje h, zazadamy, by wektor z S

do P(t) byl prostopadly do wektora normalnego,

o ktérym mowa wyzej. Inaczej moéwiac, h ma by¢
funkcja taka, ze iloczyn skalarny tych dwoch wektoréw
pozostaje stale réwny 0 w przedziale [0, 27):

m+ M

(rcost,rsint, h(t) — ) (M —m,0,2r) =0

dla wszystkich t € [0, 27). Po wymnozeniu otrzymujemy
réwnanie
(M —m)rcost+ 2rh(t) —r(m+ M) =0,
gdzie t € [0,27), z ktérego wnosimy, ze
m+M M-m
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h(t) = cost dlat € [0,2m).
Zauwazmy jednak, ze gdy przyjdzie rysowaé krzywa
ciecia na kartonie, tatwiej bedzie odwolywac sie

do dlugosci s odcinka na powierzchni bocznej walca niz
do kata obrotu. Z rownoéci s = rt otrzymujemy funkcje,
ktorej wykres powinniSémy narysowac na kartonie:

m+M M-m
H(s) = h(s/r) = ZEM
dla s € [0,277).
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Tak wyglada odpowiedz na poczatkowe pytanie.
Wynik widaé¢ na rysunku 2.
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Warto dodaé, ze brzeg dachu jest zawsze elipsa.
Do wykazania tego faktu wystarczy rozwazy¢ dowolny
punkt P(t) tej krzywej na plaszczyznie dachu
w uktadzie wspotrzednych, w ktérym S jest poczatkiem,
prosta laczaca najnizszy i najwyzszy punkt dachu jest
pierwsza osia, a prosta normalna przechodzaca przez S
— druga osia.
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