Na ile obszaréw krzywa algebraiczna moze dzieli¢

plaszczyzne?

Bedziemy zajmowaé sie oszacowaniem liczby obszardw,
na jakie krzywa algebraiczna dzieli plaszczyzne.
Zagadnienie to zwiazane jest z 16. Problemem
Hilberta. Problem oszacowania liczby takich obszarow
w przypadku wielomianéw o wiekszej liczbie zmiennych
niz 2 jest wciaz otwarty.

Zacznijmy od spostrzezenia, ze liczba obszarow, na jakie
m prostych ly,1s,13, ..., 1, dzieli plaszczyzne, jest réwna
co najwyzej 1 + %

Stwierdzenie to ma dowdd indukeyjny, a wymienione
wyzej oszacowanie jest najlepsze z mozliwych — mozna
je osiggnaé. Okazuje sie, ze identyczne ograniczenie
da sie uzyskaé¢ w sytuacji, gdy rozwazamy krzywa
algebraiczna zdefiniowana przez wielomian stopnia m.

Twierdzenie. Niech f(z,y) bedzie wielomianem
stopnia m. Wowczas zbiér

Zy ={(x,y) € R*: f(z,y) =0}

m(m+1)
2

dzieli ptaszczyzne na co najwyzej 1 + obszarow.

Dowdd sktada sig¢ z dwéch czedci. W pierwszej
rozpatruje si¢ wielomian nierozktadalny, w drugiej —
rozkladalny. W tym artykule zaprezentujemy jedynie
szkic dowodu w pierwszym przypadku.

Jedli m =1, to Zy dzieli plaszczyzne na dokladnie

dwa obszary. Gdy m = 2, to tatwo spostrzec, ze Z¢
dzieli ptaszczyzne na 2 lub 3 obszary. Wystarczy zatem
rozwazy¢ problem dla m > 2.

Na poczatek wprowadzimy kilka przydatnych pojec.
Jedli P jest takim punktem na plaszczyznie, ze
f(P) =0, to przez przesuniecie zawsze mozemy umiescié
punkt P w poczatku ukladu wspdlrzednych. Mozemy
zatem zalozy¢, ze P = (0,0). Mamy wiec f(0,0) =0
oraz

f(z,y) = ax + by + ca® + doy +ey® + ...,
gdzie a, b, ¢, ... sa liczbami rzeczywistymi. Punkt (0, 0)
bedzie nazywany punktem prostym zbioru Zy,
gdy a # 0 lub b # 0. W przeciwnym wypadku
punkt P bedzie zwany osobliwym. (Dopuscimy
sytuacje, gdy pewne punkty osobliwe leza na ,prostej

w nieskonczonosci” — I, czyli sa kierunkami.)

Jedli wielomian f ma postaé

f(xvy) = fT(za y) + fTJrl('rvy) +ot fm(-r,y);
gdzie fr, fr41,-- -, fm sa jednorodnymi wielomianami
stopnia 7,7+ 1,...,m oraz f, # 0, to punkt (0,0)
nazywany jest punktem r-krotnym.

Zauwazmy teraz, ze w kazdym nieizolowanym
punkcie krzywej spotykaja si¢ przynajmniej dwa tuki
tworzace galaz krzywej (rys. 1). Uméwmy sie, ze
wchodzac do danego punktu P wzdtuz pewnego tuku
« opuszczamy go wzdhuz innego tuku, powiedzmy f.
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Rys. 1

Punktow osobliwych i galezi przez nie przechodzacych
jest skoniczenie wiele, wiec ostatecznie wracamy

do punktu P po zamknietej drodze, ktéra zwaé
bedziemy cyklem. Przyktadowy cykl przedstawia
rysunek 2.

Rys. 2

W dalszym ciggu potrzebne bedzie nam ogdlne
twierdzenie, ktore okredla maksymalna liczbe cykli
krzywej okre$lonej przez nierozkladalny wielomian f.

Fakt. Kazda krzywa okreslona przez nierozkladalny
wielomian stopnia m, do ktérej nalezy punkt ri-krotny,
ro-krotny, itd., ma nie wiecej niz

N:W_%Zm(”_l)—’—l

i

cykli.

Cykl — jak to wida¢ z rysunku 2 — moze sie przecinac.
W kazdym punkcie cyklu spotyka si¢ parzysta

liczba tukéw, przy czym w punkcie r-krotnym jest

ich co najwyzej 2r. Ponumerujmy teraz tuki wokot
punktu P kolejnymi liczbami naturalnymi zgodnie

z ruchem wskazowek zegara. Gdy P jest punktem
r-krotnym cyklu, przechodzi¢ bedzie przez niego 2s < 2r
tukéw. Obejdziemy teraz caly cykl w ten sposéb, ze
idac do punktu P wzdluz tuku numer i, wyjdziemy
wzdhuz tuku numer i 4+ s (mod 2s). Przeprowadzamy

te procedure dla wszystkich punktéw osobliwych

i wszystkich cykli. Przykladowa droga wyglada wiec tak
jak na rysunku 3, gdzie w wykropkowanych fragmentach
trafiaé¢ sie moga punkty osobliwe.
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1,6,72,3,8,9,4,5,10
Rys. 3
W ten sposéb w malym otoczeniu punktu P sytuacja

wyglada tak, jak gdyby przeciety zostal on przez
s prostych (rys. 4).

Rys. 4

Jedli teraz rozsuniemy nieco te proste (rys. 5), to
oczywiscie liczba obszaréw, na jakie dziela one
plaszczyzne, raczej wzro$nie niz zmaleje.

Rys. 5

Gdyby kto$ mial watpliwosci, moze spojrzec jeszcze
na rys. 6a oraz 6b, gdzie na rys. 6a narysowane kétko
jest tak male, ze zadne dwie galezie nie przecinaja sie
poza punktem P.

A(z’+s) mod 2s

A(i+s) mod 2s

%

Rys. 6a Rys. 6b
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W ten sposéb punkt k-krotny zastepujemy przez
przecie¢ prostych, gdzie s < 7.

s(s+1)
2

Skorzystamy teraz ze wzoru Eulera dla spéjnych grafow
na plaszczyznie:
v—e+ f=2,
gdzie v to liczba wierzchotkéw, e — krawedzi,
a f — obszaréw. Na przyklad dla rysunku 7 mamy:

v=1 e=2, f=3iv—e+f=1—-24+3=2

Rys. 7

W przypadku polaczonych cykli zawierajacych punkt
ri-krotny, ro-krotny, itd., otrzymujemy graf, dla ktérego
zachodzi szacowanie

1
VS5 Zm(ri +1).

i
Jedli teraz zastapimy — zgodnie z przedstawionym wyzej
schematem — naszg krzywa przez odpowiednig liczbe
zamknietych drog z jednokrotnymi przecieciami, to bez

trudu wykazemy indukcyjnie, ze

IN

e = 2v.
Stad ze wzoru Eulera mamy
f=24e—v=24+2v—v=2+w.

Jedli zatem mamy potaczonych N rodzin cykli, to

N N

F=1+> Q+k) <1+ N+ &,

i=1 i=1
gdzie k; jest liczba wierzchotkéw w danej rodzinie
polaczonych cykli. Zauwazmy, ze w pierwszej sumie
sktadniki maja posta¢ 1 + k; zamiast 2 + k;, co wynika
z tego, ze wszystkie cykle maja wspdlny obszar, ktory
dodali$émy osobno. Mamy ponadto

1
k/’i < 5 Zrij(rij — 1).
2¥)

Uwzgledniajac teraz sposéb, w jaki krzywa przecina
prosta w nieskonczonoéci I, dodajemy m obszaréw
i ostatecznie korzystajac z Faktu uzyskujemy

f< {1+ B(m—l)(m—Q)— %ZZ%‘(W —1)+1]+

1
t5 Zrij(rij -+ m},
Y
czyli

1
< (mfl)(m72)+m+2<1+§m(m+1),

N | —

gdzie ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla m > 2. W ten
spos6b dowdd w pierwszym wypadku (nierokladalnego
wielomianu) zostal zakoficzony.
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