Rys. 1

Rys. 2

W czasach nowozytnych francuski
architekt Le Corbusier postulowal uzycie
geometrycznej skali opartej na zlote]j
liczbie w projektach architektonicznych.

Rys. 3

Bardziej ogélnie méwimy, ze wielokat
W jest gnomonem wielokata V'

(z ktérym nie ma wspélnych punktéow
wewnetrznych), jesli W UV jest
wielokatem podobnym do V.

/

Rys. 4

Magiczne liczby foremne
Jan M. AARTS, Holandia

Hans van der Laan (1904-1991) urodzit si¢ w rodzinie holenderskich
architektow. W roku 1923 rozpoczat studia architektoniczne na Politechnice
w Delft, by po dwéch latach je porzucié¢ i zosta¢ mnichem w zakonie
benedyktynéw. Odtad poswiecal swe zycie Bogu i architekturze. Kluczowsa
role w jego pracach odegrala tzw. liczba plastyczna p =1,324... —
pierwiastek réwnania 1 4+ 2 = x3. Liczba ta to podstawa przenikajacej
wszystko geometrycznej skali miar ..., p~2,p~ !, p% p',p?, ... Poréwnanie
skali geometrycznej ze skalg arytmetyczna wyznaczona przez liczby naturalne
prowadzi do rownan, w ktérych k i [ to pewne liczby naturalne, z za$ jest
niewiadoma liczba rzeczywista

(1) r>1, az+l=2F z-1=z7"

Liczba rzeczywista x, spelniajaca (1) dla pewnych k i [, zwana jest
liczbg foremng. Latwo zauwazy¢, ze liczba plastyczna p jest rozwiazaniem (1)
dla k = 3 oraz [ = 4, zachodzi bowiem réwnosé

-2t 1= -1 -2 +1).

Liczba ¢ (ztota liczba @) spelnia z kolei réwno$é (1) dla k = 2 oraz [ = 1.
Holenderski inzynier Kruijtzer podejrzewal, ze ¢ oraz p to jedyne rozwiazania

(1), co okazalo sie prawda.

Dowéd (J.M. Aarts, R. Fokkink, G. Kruijtzer) jest zbyt skomplikowany, by
mozna go bylo tu zamiesci¢. Opiera sie na wynikach dwoch matematykow z
uniwersytetu w Bergen w Norwegii: Selmer udowodnil, ze trojmian z" —x — 1
dla n > 3 jest nierozkladalny, natomiast Tverberg wykazal m.in., ze tréjmiany
2™ — 2™~ — 1 83 dla m > 3 albo nierozkladalne, albo sa iloczynami wielomianu
nierozktadalnego i tréjmianu 22 — z + 1. (Podobne zagadnienie bylo tematem

zadania 3 Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej w 2002 r.)

Jest wiele podobienstw miedzy liczba ¢ oraz liczba plastyczna p. Zloty prostokat
(czyli prostokat o bokach 1 oraz ¢) ma nastepujaca interesujaca wlasnosé:

jesli odetniemy od niego kwadrat o boku 1, to pozostanie prostokat podobny

do wyjsciowego, zmniejszony o czynnik ¢ (rys. 1).

Dlatego Gazalé nazywa kwadrat gnomonem zlotego prostokata. Srebrny
pieciokat to pieciokat, ktérego boki maja diugosé 1, p, p?, p?, p* i ktérego katy
pomiedzy kolejnymi bokami sa réwne odpowiednio 120, 120, 120, 60 i 120
stopni. Srebrny pieciokat ma interesujaca wlasnos¢ podobna do opisanej wyzej
wlasno$ci zlotego prostokata: jesli zostanie z niego wyciety trojkat réwnoboczny
o boku dtugoéci p?, to pozostala czeéé bedzie podobna do pieciokata wyjsciowego
w skali 1/p (rys. 2). W ten sposéb tréjkat réwnoboczny jest gnomonem
srebrnego pieciokata. Gazalé podejrzewal, ze jesli wielokat foremny W jest
gnomonem wielokata V', to albo V' jest ztotym prostokatem, a W kwadratem,
albo V' jest srebrnym pieciokatem, a W trdjkatem. Oto magia liczb foremnych!
Przypuszczenie okazalo sie stuszne (J. Aarts, R. Fokkink), choé¢ przydalby

sie¢ pewnie prostszy dowdd. Dotychczasowy oparty jest na nastepujacym
pomysle. Przypus$émy, ze wielokat foremny W jest gnomonem wielokata V.
Niech f: W UV — V bedzie podobienstwem (zlozeniem translacji, obrotu

i jednoktadnosci), ktére dowodzi, ze W jest gnomonem V. Podobiefistwo f jest
zdefiniowane na calej ptaszczyznie R? i ma punkt staly, powiedzmy punkt gq.
Wtedy R? \ {¢} jest suma zbioréw {f™*(W) :n € Z}, tworzacych swoisty
sparkiet” dla R? \ {¢} (rys. 3 i 4). Wykonujac odpowiednie przeksztalcenia
mozna uzyskaé stad okresowe pokrycie calej plaszczyzny i korzystajac z pewnych
standardowych w gruncie rzeczy metod mozna w koncu wykazaé, ze mozliwe

sa tylko dwa przypadki: jeden odpowiadajacy ztotemu prostokatowi, drugi —
srebrnemu pieciokatowi.
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