Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
Termin nadsytania rozwiazan: nadestaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
31 VII 2004 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
UWAGA! i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
ZMIANA ADRESU Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

DO KORESPONDENCJI! http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.
Zadania z matematyki nr 481, 482
Czoléwka ligi zadaniowej Redaguje Marcin E. KUCZMA
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzani zadaii - 481. Niech S}, oznacza symetrig plaszczyzny wzgledem prostej p.
465 (WT z:z?ﬁfr?e)r;t(;go(olgm = 1,38) Scharakteryzowac te tréjki réznych prostych (k, £,m), dla ktérych ztozenie
f = Sm o0 Spo Sk jest tym samym przeksztalceniem, co ztozenie g = Sy 0 .S, 0 .5p.

Pawel Najman — Jaworzno 43,99
Andrzej J6zwik - Kielee 40,64 489 Dana jest liczba naturalna n > 1. Liczba dodatnia a jest pierwiastkiem
Pawel Kubit — Krakéw 38,72

Piotr Kumor ~Olsztyn 38,22 Wwielomianu 2™ — z — 1; liczba dodatnia b jest pierwiastkiem wielomianu
Zbigniew Sewartowski — Wieliczka 36,07 12" — 2 — 3a. Rozstrzygnaé, w zaleznoéci od n, ktéra z liczb a, b jest wigksza.

Zadanie 482 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2004  Przypominamy tresé¢ zadan:

473. Trapez ABCD o réwnolegtych podstawach AB, CD jest wpisany 474. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n réwnanie
w okrag Q. Okrag w, styczny wewnetrznie do Q w punkcie T, jest tez 22 y? e
isany w tréjkat ABC jest

; kty D, K, T s+l y+1 241
ze punkt; , K, T sy
' P VR t ma rozwigzanie w liczbach caltkowitych dodatnich z, y, 27

styczny do odcinkéw BC' i C'A. Okrag wp n

styczny do boku AB w punkcie K. Dowi
wspoétliniowe.

473. Niech T'S bedzie cigciwa okregu €2, rownolegla dopisany w’. Obrazem punktu L w tej symetrii jest N

do ABiCD. — punkt stycznosci okregu w’ z bokiem EF'; z réwnosci
|<ACS| = |« BCT| wynika za$, ze obrazem polprostej C'S™
jest pétprosta CT . Teza sprowadza sie do wykazania, ze
punkty C, N, T sa wspoétliniowe.

Inwersja o srodku C' i promieniu r = \/|CA| - |CB|

przeprowadza punkty A i B odpowiednio na E i F', okrag Q2
na prosta FF, a okrag w — na okrag styczny do prostych
CE, CF, EF, potozony po przeciwnej stronie prostej EF,
niz punkt C' — czyli na okrag w’. Punkt stycznoéci okregéw
Qi w (czyli T') przechodzi na punkt stycznosci prostej EF

i okregu w’ (czyli N). Pélprosta CT ™ jest w tej inwersji
swoim wlasnym obrazem. Uzyskujemy wspotliniowos$é
punktéw C, N, T, do ktérej dowodu zostato wezesniej
sprowadzone zadanie.

474. 7 réwnosci
z? 1
x+1 =z-1+ r+1
wynika, ze jesli liczby catkowite dodatnie n, x, y, z spelniaja
podane réwnanie, to

7 réwnosci tukéw AS i BT wynika réwnosé katéw AC'S
i BCT. Okrag w’ dopisany do tréjkata C AB, styczny 1 1 _
do przedtuzen bokéw C' A i CB, jest styczny do boku AB z+1 + y+1 + z4+1
w takim punkcie L, ze |AL| = |BK|. Symetralna cieciw

AB, CD, ST jest osig symetrii, w ktérej punktom D, K,

T odpowiadaja punkty C, L, S. Wystarczy udowodnié, ze te
ostatnie trzy punkty sa wspoétliniowe.

n+3—(z+y+2).

Prawa strona jest liczba catkowita. Lewa strona jest liczba
dodatnia, niewieksza niz % Musi wiec to byé liczba 1.
Istnieja trzy przedstawienia jedynki jako sumy utamkéw
egipskich: % + % + %, % + i + i, % + % + é. Zatem tréjka

Na péiprostych CA™ i CB™ odkladamy odcinki CE i CF (z,y, 2) jest, z dokladnoscia do permutacji, jedna z trzech
o dlugosciach |CE| = |CB|, |CF| = |CA|. Tréjkat CFE trojek: (2,2,2), (1,3,3), (1,2,5). Wartosci n wynosza,
jest obrazem tréjkata C AB w symetrii, ktérej osig jest odpowiednio, 4, 5, 6 i sa to jedyne wartosci n, spelniajace
dwusieczna kata BC'A; oba tréjkaty maja wspélny okrag postawiony warunek.
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Klub 44

Ng = 1,45?

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VII 2004
UWAGA!
ZMIANA ADRESU
DO KORESPONDENCJI!

Zadania z fizyki nr 378, 379

Redaguje Jerzy B. BROJAN

378. Czlowiek stoi w windzie na wadze sprezynowej. Kiedy winda przejechata
jedno pietro w gore, wskazania wagi zmienialy sie wedlug wykresu 1. Ile pieter
przejedzie winda, jesli przebieg wskazan wagi bedzie opisany wykresem 27

379. Pewna cienka soczewka ma w powietrzu ogniskowa f = 30 cm, a w wodzie
(wspOlezynnik zatamania ny = 1,33) — ogniskowa f; = 100 cm.
a) Ile wynosi ogniskowa tej soczewki w oleju o wspélezynniku zalamania

b) Czy otrzymany wynik jest poprawny réwniez wtedy, gdy soczewka jest
w rzeczywistosci zestawem sklejonych soczewek?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/2004

Przypominamy tres¢ zadan:

370. Gérka ma jedno zbocze bedace réwnig pochyla, drugie zbocze jest wklgste, a trzecie — wypukle
(rys. 1), przy czym zaréwno wysoko§é zboczy, jak i dlugo$é rzutu na plaszczyzng pozioma sa

F
jednakowe.
Wykres 1 ,t !
F i
i l
Wykres 2 4 Rys. 1 >

Rys. 2

370. Podzielmy pochylni¢ na mate odcinki, a analiz¢ ruchu
sanek przeprowadzmy na razie bez uwzgledniania roli sily
odsrodkowej. Wtedy przyspieszenie sanek bedzie takie, jak
dla réwni pochytej, tzn.

a=g(sina — fcosa),
gdzie « jest katem nachylenia danego odcinka do poziomu,
a f — wspoélczynnikiem tarcia. Wedtug wzoréw opisujacych
ruch przyspieszony predkosé uzyskana w wyniku zjazdu
z réwni o dtugosci dl, wysokosci dh i dltugosci rzutu
na plaszczyzne pozioma ds wynosi

v =/vg + 2adl,

a po podstawieniu a

v = /v + 2g(dh — fds),
gdzie v jest predkoscig poczatkowa. Dodajac przyrosty
wielkosci v? na poszczegdlnych odcinkach i podstawiajac
predkosé na poczatku zjazdu réwna zeru wyznaczamy

predkosé koncowsa,
v = /2g(h — fs).

Zgodnie z trescia zadania tak obliczona predkosé koncowa
nie zalezataby od wyboru zbocza. O ostatecznej odpowiedzi

decyduje zatem pominiety wpltyw dziatania sity odsrodkowej.

Oczywiste jest, ze dla pochylni wklesltej sita ta dociska sanki
do podtoza i — wskutek tarcia — hamuje je, a dla pochylni
wypuklej efekt jest odwrotny. Dyzio rozpedzi sie silniej po
zjechaniu z wypuktego zbocza.

371. Jesli odlegto$é miedzy plytkami wyniesie d, to
natezenie pola elektrycznego miedzy nimi stanie si¢ réwne

E=U/d,
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Dyzio zjechal sankami ze zbocza prostoliniowego i narzeka: ,Marny dzisiaj $nieg, nawet na samym
dole nie mozna si¢ porzadnie rozpedzi¢!”. Czy Dyzio rozpedzi si¢ bardziej, gdy zjedzie z innego
zbocza, a jesli tak, to z ktérego? Wspdlczynnik tarcia sanek o énieg jest wszedzie taki sam, a opér
powietrza pomijamy. Zabronione jest odpychanie si¢ od podloza.

371. Dwie réwnolegte plytki przewodzace o powierzchni S tworza kondensator powietrzny. Jedna
z plytek jest nieruchoma, a druga przymocowano do sprezynki o stalej sprezystosci k, przy czym
A dla sprezynki swobodnej odlegto$é¢ miedzy plytkami jest réwna do (rys. 2). Jakie jest maksymalne
napiecie, ktére mozna przylozyé do takiego kondensatora, aby plytki si¢ nie zetknely? Jaka
do maksymalng energi¢ moze zmagazynowaé taki uklad? Napigcie wzrasta stopniowo, tak ze pltytka nie
zostanie wprawiona w drgania.

tadunek na ptytkach
Q = EoES = EoUS/d7

a sita ich wzajemnego przyciagania

1 1 U\?2
F=5QF= 5505(—)

d
(czynnik % wynika stad, Ze natezenie pola jednej ptytki jest
rowne %) W stanie rownowagi te sile nalezy przyréwnaé

do sity sprezystosci, czyli do k(do — d). Otrzymalismy
rownanie trzeciego stopnia, a graficznie mamy do czynienia
z punktem przeciecia wykreséw funkcji

y=A/z> i y=B-Cuz.
Maksymalna warto$é¢ A, dla ktérej istnieje rozwigzanie
dodatnie, odpowiada sytuacji, kiedy oba wykresy sg styczne.
Przyréwnujac pochodne znajdujemy
4B?
2702’
a po niezbednych podstawieniach otrzymujemy maksymalna
wartosé napiecia

k 1/2 2do 3/2
Umax = - e .
(605) ( 3 )

Odnotujmy, ze gdy U osiaga warto$¢ maksymalna, odlegtosé
plytek d staje sie réwna % do. Energia uktadu sktada sie

z energii kondensatora Fj = % CU? oraz energii sprezystosci
Es = L k(d — do)*. Latwo sprawdzi¢, ze maksymalna wartosé
kazdego ze sktadnikéw wystepuje wtedy, gdy napiecie

jest maksymalne. Przeksztalcajac wyrazenia dochodzimy

do wyniku

Amax =

B = gk,



