O niedefiniowalnosci Andrzej GRZEGORCZYK

Anegdota ta zachowala sie w pismach
pisarza greckiego Diogenesa Laertiosa,
ktére zawieraja szereg anegdot
historycznych oraz wazne przekazy
pogladéw wczesniejszych greckich
filozoféw.

Najpierw wstep anegdotyczno-historyczny. Juz starozytni Grecy wiedzieli, ze
aby dowie$¢ niedefiniowalnoéci jakiego$ pojecia za pomoca pewnej wybranej
aparatury pojeciowej, trzeba wskazac¢ przedmiot, ktéry spelnia warunki definicji,
a najwyrazniej nie jest tym, co chcieliSmy zdefiniowac¢. Tak wiec, gdy jeden
madry Grek (chyba Platon) powiedzial, ze czlowieka mozna zdefiniowaé jako
dwunaog bezpiory, to drugi madry Grek przyprowadzil mu oskubanego koguta
i pokazal, Zze zgodnie z definicja tego pierwszego Greka, to tez jest czlowiek.
Wszyscy wowcezas uznali, ze definicja Platona jest zla, bo przeciez czlowiek

i kogut to dwa bardzo rézne przedmioty, jesli wiec oba spelniaja te formule,
ktéra mial spelniaé¢ tylko czlowiek, to formutla ta nie moze stuzy¢ za definicje
pojecia czlowiek.

Wspbdlcezesna metodologia nauk dedukcyjnych ten sposéb postepowania
doskonali i uogélnia. Mozna uwazaé, ze uogoélnienie zostalo spowodowane

W znacznym stopniu tym, ze mamy obecnie duzo papieru i piszemy na nim duzo
roznych formut. Wobec tego potrafimy sobie tez wyobrazié, ze réznego rodzaju
formut jest nieskoniczenie wiele i tworza logiczne systemy. Mozemy na ich temat
snué rozwazania, tak jak starozytni Grecy na temat figur geometrycznych, ktore
znali z rysunku i budownictwa.

Moéwimy wiec dzis ogdlnie nastepujaco.

Jedli X jest zbiorem zdan zapisanych za pomocg poje¢ A, B, C, D i istniejq

przedmioty: A, B, C, Dy i Do, takie Ze:

a) przedmioty A, B, C, Dy spelniajq zdania zbioru X (przy rozumieniu pojeé A,
B, C, D jako nazw dla przedmiotéw A, B, C, D1 ) oraz

b) przedmioty A, B, C, Dy rdwniez spelniajq zdania zbioru X (przy rozumieniu
poje¢ A, B, C, D jako nazw dla przedmiotow A, B, C, Da) i przy tym

¢) przedmioty Dy i Do sq rézne: Dy # Da,

wowczas pojecie D nie jest definiowalne za pomocqg poje¢ A, B, C' w oparciu

o zdania zbioru X.

Do wyrazenia tej prawdy lubimy dzis uzywac stowa model. Méwimy wowczas, ze:

Twierdzenie 1. Jedli istnieja dwa modele (A, B,C,Dy) i (A, B, C,Ds) dla zdan

zbioru X, takie ze Dy # Ds, to pojecie D nie jest definiowalne za pomoca pojeé

A, B,C w oparciu o zdania zbioru X.

Dowdd tej zaleznosci uwaza sie dzis w logice za trywialny. Gdyby bowiem

istniala definicja pojecia D, logicznie wynikajaca ze zbioru zdan X, to

znaczy, ze istnialaby formula definiujaca. Na przyklad gdyby D bylo relacja

dwuargumentowa, to bylaby to formula w postaci réwnowaznosci:

(1) D(z,y)=...A,B,C,...z,y,...,

w ktérej po prawej stronie (w tzw. definiensie) wystepowalyby tylko pojecia A,
B, C.

Otéz w takiej sytuacji mogliby$my dowiesé, ze D1 = Dao. W takiej bowiem
sytuacji zgodnie z punktami a) i b) musialyby by¢ prawdziwe zdania o postaci
dajacej sie schematycznie zapisa¢ nastepujaco:

(2) Di(z,y)=...A,B,C,...x,y,...
oraz
(3) Dy(z,y)=...A,B,C,...z,y,... .

Ze zdan (2) i (3) na mocy przechodniodci spéjnika réwnowaznosci logicznej
wynika, ze Dy (z,y) = Da(z,y), czyli ze Dy = Da.

Twierdzenie 1 wypowiada sie tez czasem z uzyciem pojecia interpretacja,
mowiac: jesli istniejg dwie interpretacje teorii X, takie Ze pojecia A, B, C' przy
obu interpretacjach interpretujq sie tak samo, a pojecie D interpretowane jest

w kazdej z nich inaczej, wowczas pojecie D nie jest defintowalne za pomocg pojec
A, B, C na gruncie teorii X.
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Dowdéd zupelnoéci tej aksjomatyki
przytoczony jest np. w dawno wydanej
mojej ksiazce: Zarys arytmetyki
teoretycznej, PWN Warszawa 1971
(Biblioteka Matematyczna tom 39)

s. 226 i nast. Czytelnik zainteresowany
zamieszczonym tam dowodem moze
sprébowaé dowiesé, ze teoria A1—Ag jest
zupelng teorig pojeé: zero, nastepnik

i mniejszoscé.

Przyklad prosty, ale pouczajacy.

Twierdzenie 2. W elementarnej arytmetyce liczb naturalnych relacja
mniejszosci < nie jest definiowalna przez pojecia zero i nastepnik.

Dowdd. Opisujemy najpierw zbiér zdan, na ktorych sie opieramy. Opieramy
sie mianowicie na zdaniach, ktére moga stuzy¢ za aksjomaty dla poje¢ zero,
nastepnik, mniejszo$¢. Sa to zdania:

r<y= -(y<uz)

Ag)  z#0= 3y (z=5(y)) Ay)
A)  0#S(2) As) (z<yAhy<z)=az<z
As) S)=Sly)=z=y As) z<yVy<zVze=y
Aszr) x#£S(...Sx)...) A7) z<Sy)=(@<yVaz=y)
k znampnika, k>0 Ag) 0 < S5(x)
Ag) z<y=S(z)<S(y).

(nieskoniczony ciag aksjomatéw)
Aksjomaty Ag—Asr daja zupelng aksjomatyke dla pojeé¢ zero i nastepnik.

Jesli mamy wykazaé, ze z aksjomatéw Ap—Ag nie mozna wyprowadzi¢ zdania,
ktére mogloby by¢ definicja rownowaznosciowa relacji mniejszosci, to musimy,
zgodnie z opisang wyzej metoda dowodzenia niedefiniowalno$ci, znalezé¢ taki
model dla zera i nastepnika, ktéry dopuszczalby dwie rézne interpretacje dla
mniejszosci, tak aby w obu przypadkach wszystkie aksjomaty Ag—Ag byly
spelnione.

Pierwsza wazna refleksja to zauwazenie, ze modelem tym nie moga by¢
prawdziwe liczby naturalne z prawdziwym zerem i nastepnikiem. W nim bowiem
jest tylko jedna taka relacja, ktora spelnia aksjomaty Ap—Ag. Jest nig prawdziwa
relacja mniejszosci wérdd liczb naturalnych. 7 tego, ze jest jedna jedyna, wcale
nie wynika, ze musi by¢ definiowalna. Musimy wiec szuka¢ modelu, ktéry

nie jest izomorficzny ze zbiorem liczb naturalnych. Takie modele sa zwane
modelami niestandardowymi. Warto sie przyjrzeé, jaka jest struktura modeli
niestandardowych dla arytmetyki liczb naturalnych.

Modele takie tatwo sobie wyobrazié¢. Sktadaja sie one z czeSci poczatkowej,

ktéra jest standardowa, a nastepnie z czesci, ktéra jest izomorficzna ze zbiorem
wszystkich liczb catkowitych, ewentualnie powtorzonej jeszcze jakas iloé¢ razy.
Dla rozwazan o nastepniku i mniejszosci wystarcza dwie takie czedci. Na osi
liczb rzeczywistych model taki tatwo narysowad i oznaczy¢ liczbami wymiernymi.
Zajmiemy sie jednym z nich.

Model opisywany sklada sie¢ z trzech zbioréw liczb wymiernych: N, X, Y. Moga
by¢ one okreslone np. nastepujaco:

@ N={zgh X={+77}0{2+3x} Y=08+m7 v {4+ 35T

Przyjmujemy, ze n przebiega liczby naturalne (calkowite nieujemne).

Pod wzgledem relacji mniejszosci zbior utamkéw N jest izomorficzny ze zbiorem
liczb naturalnych. Ma element najmniejszy 0, a wszystkie inne maja poprzedni

i nastepny. Ciag zaczynajacy sie od 0 wyczerpuje zbiér N. Natomiast zbiory

X 1Y sa izomorficzne ze zbiorem liczb catkowitych (nie maja elementu
najmniejszego, ani najwiekszego).

Model, ktory wykazuje niedefiniowalno$é mniejszosci przez nastepnik i zero,
okreslamy, ustalajac zbiér wszystkich elementéw modelu (nazwijmy go M) oraz
ustalajac interpretacje pojeé¢ pierwotnych teorii:

1) Zbiér M okre$lamy jako sume zbioréw wyzej mniejszosé wsrdd liczb wymiernych tworzacych
opisanych: M = NU X UY. zbiér M. Dwie interpretacje pojecia mniejszosci
2) Zero interpretujemy jako liczbe wymierna 0. z teorii Ag—Ag oznaczmy przez <; oraz <s .
3) Nastepnikiem liczby wymiernej r € M nazywamy Definiujemy je nast¢pujaco:
liczbe zbioru M, ktéra jest najmniejsza (w sensie 4a) r <1 s =r < s dla wszelkich r, s € M.

relacji mniejszosci wérdd liczb wymiernych) sposréod
wigkszych od r i nalezacych do zbioru M. Liczbe te

oznaczmy przez s(r).

Na temat relacji <o umawiamy sie tak:
db) jeslir ¢ Y, tor <g s=r <s,

4) Natomiast relacje mniejszosci bedziemy interpretowaé 4c) jeslir € Y, to
dwojako. Przyjmijmy, ze < oznacza prawdziwg r<ass=(r<sAseY)VseX).
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Rozwigzanie zadania M 1058.

Niech I' bedzie takim punktem potprostej
CA™, lezagcym poza odcinkiem AC, ze
AF = AD.

B P C

Wéwezas S DFE = 45° =4 PBA. Ponadto
JIFED =4 BAP oraz EF = AC = AB.
Z réownoéci tych wynika, ze trojkaty DEF
i PAB sa przystajace. Zatem AP = DE.

Rozwigzanie zadania M 1059.
Niech S bedzie srodkiem boku AB.

B

Wowcezas MS = %BD = %AC = NS.
Z réwnosci tych wynika, ze prosta M N
tworzy réwne katy z prostymi M.S

i NS. To w potaczeniu z zaleznos$ciami
MS || BDi NS || AC — prawdziwymi
na mocy twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa — daje tezg.

Nie jest to zupelna aksjomatyka
dodawania. Zupelna aksjomatyka wraz

z dowodem zupelnosci opisana jest
réwniez w cytowanej ksigzce s. 239 i nast.
Dla zupetnej dowéd niedefiniowalnosci
bedzie trudniejszy.

Z okreslenia 4a) widaé, ze <; jest mniejszoscia wérdd liczb wymiernych.
Natomiast z okresleft 4b) i 4¢) wynika, ze mniejszo$é <o pokrywa sie

z mniejszoscia wsrdd liczb wymiernych tylko wtedy, gdy 7 i s razem naleza

do N U X lub razem naleza do N UY. Natomiast gdy r € X i s € Y, to woéwczas
zgodnie z (4) i 4b) nie zachodzi s <; r, ale zgodnie z 4¢) zachodzi s <s 7.

Zwiazek miedzy relacjami <; i <9 mozna opisac¢ tez tak: Wewnatrz zbiorow
N, X, Y, NUX, NUY relacje te pokrywaja sie ze soba i z relacja mniejszosci
wsréd liczb wymiernych. Natomiast gdy s € Y, a r € X, to wéwczas zachodzi
s <o r zgodnie z 4c¢), a nie zachodzi s <; r zgodnie z 4a), poniewaz wszystkie
liczby wymierne zbioru Y sg wieksze od liczb zbioru X w sensie relacji <
zgodnie z okresleniami (4) tych zbiordw.

Mozna powiedzieé, ze przechodzac od relacji <; do relacji <s, caly zbior Y
przesuwamy przed zbiér X miedzy zbiér N i zbiér X, nie zmieniajac pozostalych
zwiazkéw mniejszoéci miedzy elementami zbioru M. Mozna to schematycznie
narysowac tak: NV <1 X <1 Y, N <3 Y <5 X. W szczegdlnosci mamy wiec, ze:

2 <1414 <5 2. Relacje <1 1 <2 sg wiec rézne. Natomiast tatwo jest sprawdzic,
ze obie spelniaja wszystkie aksjomaty Ap—Ag. Zgodnie z Twierdzeniem 1
dowodzi to, ze z aksjomatéw tych nie moze wynikaé zadna formula elementarna
(czyli nie odwolujaca sie do pojecia zbioru), ktéra mogtaby by¢ definicja
mniejszosci sformulowang za pomoca zera i nastepnika.

Ze spelnianiem aksjomatéw nastepnika w modelu niestandardowym mozna sie
pogodzié, jesli sobie uswiadomimy réznice miedzy czeScia standardowa N tego
modelu oraz pozostala czescia X UY, ktéra mozemy nazwaé niestandardowym
ogonem tego modelu. W czesci standardowej IV wszystko jest w dobrym
porzadku. Natomiast ogon przypomina bardzo dalekie od zera kawalki czedci
standardowej N. Kazdy element zbioru N mozemy wyraznie opisa¢ za pomoca
funkcji interpretujacej nastepnik. Na zbior N sktadaja sie elementy ciagu

{0, 5(0),5(s(0)), s(s(5(0))), 5(s(s(5(0)))), itd.}
Tylko gdy méwimy o elementach generowanych przez 0 i funkcje s, to mamy
pewno$é, ze méwimy tylko o elementach standardowych modelu. Natomiast
dla kazdej wlasciwosci, ktéra posiada nieskonczenie wiele elementéw ciagu IV,
a wiec dla wlasciwosci, ktéra nie moze by¢ opisana przez wskazanie wszystkich
elementéw ja posiadajacych, istnieja rowniez w tym ogonie dalsze elementy
zbioru M, nieodréznialne za pomoca zadnej formuly od tych elementow, ktére
naleza do IV i posiadaja te wlasciwosc.

Istnienie modeli niestandardowych dla arytmetyki stanowi fakt dla
matematykow poniekad przykry. Pokazuje on, ze teoretyczne narzedzia, ktérymi
dysponujemy w badaniu matematycznym, czyli budowanie teorii i dowodzenie
twierdzen, nie gwarantuja, ze bedziemy dobrze charakteryzowac to i tylko to,

co chcemy. Zawsze kto$ pokaze, ze to, co twierdzimy, odnosi sie tez do jakiejs
dziwnej rzeczywistosci, ktérej weale opisywacé nie chcieliSmy. Ale dla tych, co

sa zainteresowani tez naszym ludzkim poznawaniem $wiata, spostrzezenie to
jest interesujace, chociaz pokazuje raczej pewna ograniczonosé naszej wiedzy.
Jedli dodamy pojecie zbioru, wéwczas za pomoca samego nastepnika i pojecia
zbioru mozemy zdefiniowaé wszystkie funkcje czy relacje arytmetyczne, ktore
zechcemy. Ale wowczas logicy potrafia wskazaé, ze samo pojecie zbioru ma wiele
interpretacji, ktérych moze nie chcieli$my.

Na zakoniczenie dwa zadania, ktore wykonaé¢ mozna réwniez, zajmujac sie
niestandardowymi modelami arytmetyki:

1. Dowies¢, ze dodawanie nie jest definiowalne przez zero, nastepnik
i mniejszo$¢. (Dodajac np. do aksjomatéw powyzszych jeszcze dwa indukcyjne
warunki dla dodawania: x + 0 = z, oraz x + S(y) = S(x + y).)

2. Dowie$¢, ze mnozenie nie jest definiowalne przez dodawanie. Fakt ten jest
znany jako konsekwencja tego, ze arytmetyka dodawania jest rozstrzygalna,

a dodawania i mnozenia nie jest rozstrzygalna, ale pokazanie niedefiniowalnosci
na modelach mogloby by¢ interesujace.
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