Kiedy Darwin spotka Mendla? Teoria gier w genetyce
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Charles Darwin (1809-1882) — student medycyny,
prawa i teologii. Zaproszony w 1831 roku przez kapitana
statku Beagle do towarzyszenia mu w piecioletniej
wyprawie dookota Swiata. Wnioski ze swoich

obserwacji zamiescit 28 lat p6zniej w epokowym dziele
,O powstawaniu gatunkow”.

A oto darwinowska teoria ewolucji w pigutce:

przypadkowa mutacja doprowadza do
powstania nielicznych osobnikow lepiej
przystosowanych do otoczenia, co powoduje,
zZe majq wiecej potomstwa, ktore dziedziczy
nowe cechy. Powoli z generacji na generacje
nowy gatunek zaczyna wypierac stary.

Gregor Mendel (1822-1884) — nauczyciel, zakonnik,
ogrodnik, uprawial groszek, krzyzowal rézne jego
odmiany. Swoje wnioski opublikowal w 1866 roku.

Nastepujace krotkie wprowadzenie do genetyki
podsumowuje jego wielkie dzielo.

Kazda nasza komdrka (oprécz rozrodcezych)
zawiera 23 pary chromosomow, na ktorych
sq¢ rozmieszczone geny, nasz plan

na przysztosé. Zatozimy, nieco upraszczajgc,
ze na odpowiednim miejscu na chromosomie
moze znajdowad sie jedna z wielu odmian
genu odpowiedzialnego za okreslony fenotyp
— ceche organizmu, takg jak kolor oczu

lub jego zachowanie. W przypadku dwoch
takich odmian A i a (zwanych allelami) na
dwoch chromosomach mozliwe sq cztery
genotypy: AA, Aa, aA iaa. W procesie
mejozy powstajg komorki rozrodcze majgce
tylko po jednym chromosomie z kazdej pary,
czyli tylko potowe materiatu genetycznego.
Kazdy z nas w momencie poczecia, przy
polgczeniu komdorek rozrodczych, otrzymuge
polowe genow od matki i polowe od ojca.
Przyktadowo genotyp aa odpowiada

oczom niebieskim, pozostale trzy genotypy
Aa, aA, AA odpowiadajq oczom brgzowym.
Mowimy wtedy, Ze allel a jest genem
recesywnym, a fenotyp oczy niebieskie
fenotypem recesywnym.

Wréémy do Darwina i Mendla. Nigdy sie nie spotkali,
a ich teorie dotyczace dziedziczenia byly calkowicie
odmienne. Wykonali takie same do$wiadczenia
(Mendel na groszku, Darwin na lwich paszczach),
otrzymali takie same wyniki. Mendel stal sie ojcem
genetyki i pierwszym biologiem matematycznym,
Darwin pozostal ,tylko” twérca teorii ewolucji (czyzby
dlatego, ze nie cierpial matematyki, jak sam o tym
wspominal?).

Ewolucja genotypowa
— prawo Hardy’ego—Weinberga

Pewien krytyk mendelianizmu w Wielkiej Brytanii
twierdzil, ze jesli teoria Mendla jest poprawna, to
biorac po uwage, ze krétkie palce sa cecha dominujaca,
a normalne recesywna, nie powinno juz by¢ ludzi

z normalnymi palcami. Pewnego dnia 1908 roku,
podczas lunchu w klubie pracowniczym Uniwersytetu
Cambridge, mtody genetyk opowiedzial o tym problemie
wielkiemu matematykowi Godfreyowi Hardy’emu. Hardy
stwierdzil, ze problem jest niezwykle prosty i rozwigzal
go na serwetce. Wykazal, ze czesto$¢ genéw nie powinna
sie zmienia¢ w czasie, jezeli tylko nie zachodzi naturalna
selekcja Darwina. A oto zawartos$é tej historycznej
serwetki.

Niech x4, ..., z, beda czestoéciami wystepowania alleli
Ay, ..., A, w populacji, a z;; czesto$ciami odpowiednich
genotypow A;A;, 1 < 4,j < n. Kazdy allel z jednakowym
prawdopodobienstwem 1/2 moze pochodzi¢ od matki
lub od ojca i w zwiazku z tym mamy

(1) xi:%Z:Eij—i—%Zxﬁ.

Zakltadajac, ze komoérki rozrodcze lacza sie w sposéb
zupelnie losowy, otrzymujemy czestodé genotypéw A; A;
w czasie t + 1 jako funkcje czestodci alleli w czasie ¢

(2) Tij(t +1) = @5(t); (t).

Obliczmy teraz czestosci alleli w czasie t + 1.
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= sz(t)zj(t) = (1),

co konczy dowdd Hardy’ego.

Ale przeciez nie wszystkie genotypy sa jednakowo
przystosowane do $rodowiska. Niech w;; oznacza
prawdopodobienistwo tego, ze genotyp A;A; przetrwa

do wieku rozrodczego (zakladamy, ze w;; = wj; ).
Poprosimy teraz ambitnego Czytelnika, aby wyprowadzil
nastepujace rownanie réznicowe:

n
> wijz;(t)
j=1

(4) zi(t+1) =zi(t)— :
> wijmi(t)a;(t)

ij=1

Jest to podstawowe rownanie genetyki populacyjnej.

Wielkos$¢ wystepujaca w mianowniku nazywana jest

srednim przystosowaniem populacji. Oznaczmy ja

przez W (t).

Fundamentalne twierdzenie naturalnej selekcji méwi
nam, ze srednie przystosowanie wzrasta zgodnie
ze wzorem (4) : W (t+ 1) > W (t).



Ewolucja fenotypowa
— réwnanie replikatorowe teorii gier

Do tej pory zajmowaliSmy sie analiza ewolucji czestosci
gendéw w populacji, ale przeciez teoria Darwina opisuje
zmiane cech populacji, czyli jej fenotypow. Ujmijmy ten
problem na gruncie teorii gier.

Wyobrazmy sobie dwoch osobnikéw, ktorych celem

jest zdobycie pewnego terytorium o wartosci V.

Kazdy z nich ma do wyboru dwie strategie: agresywna
strategie jastrzebia (J) i ulegla strategie golebia (G).
Dwa jastrzebie beda walczy¢ ze soba, ponoszac koszty
walki (czyli obnizajac warto$é terytorium o C),

a nastepnie kazdy z nich obejmie w posiadanie swoja
polowe terytorium. Golab, spotkawszy jastrzebia,
oddaje mu bez walki cale terytorium. Gdy spotykaja
sie dwa golebie, to dziela miedzy siebie terytorium.

Jak widzimy, wyptata kazdego gracza zalezy od jego
strategii i od strategii oponenta. Wyptaty mozemy wiec
zapisa¢ w postaci macierzy 2 x 2, ktérej element wu;;
jest wyplata gracza pierwszego (wierszowego) grajacego
strategia ¢, podczas gdy gracz drugi (kolumnowy) gra
strategia 7. W naszym przypadku, zaktadajac ze V =4
i C' = 6, otrzymujemy:

J G
U= J-14
G 0 2

Gra jest symetryczna, co oznacza, ze wyplaty gracza
drugiego dane sg przez macierz transponowang

do U. Gra jest rozgrywana w ten sposob, ze gracze
jednoczesnie oglaszaja swoje strategie i dostaja
odpowiednie wyplaty.

Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy duza populacje
jastrzebi i golebi, ktére tacza sie w pary i rozgrywaja
powyzsza gre. Oznaczmy przez r; i rg liczbe osobnikow
grajacych w danej chwili odpowiednio strategia J i G,

r =ry+ rg jest calkowita liczba osobnikéw, a @ = r;/r
jest procentowa czestoscia jastrzebi w populacji.
Wyptaty graczy to liczba potomstwa w nastepnej
generacji. Dzieci dziedzicza fenotypy, to jest zachowanie
swoich przodkow. Zapisujemy to w nastepujacym
rownaniu, gdzie wyplaty podzieliliSmy przez catkowita
liczbe graczy (czyli tak naprawde napisaliémy réwnanie
na S$rednie — gracz trafia z prawdopodobienstwem x

na jastrzebia i z prawdopodobienstwem 1 — x na gotlebia,
Uj(z) = —x 4+ 4(1 — x) jest wiec $rednia wyplata
jastrzebia, a Ug(z) = 0z + 2(1 — x) golebia):

(6)  rut+1)=ry(t) +rst)(—z(t) +4(1 - z(1)),
(1) ra(t+1) = ra(t) +ra)(0 - z(t) + 2(1 — z(t)).
Sumujac stronami réwnania (6) i (7), uzyskujemy
(8) r(t+1) =r(t) +r()U(z(t)),

gdzie

Ula(t)) = x(®)Us(x(t)) + (1 — 2(t))Ug («(t))
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jest $rednia wyplata w populacji. Dzielac (6) przez (8),
uzyskujemy

1+ Uj(x(t))

(9) z(t+1) = z(t)m

Jest to jedno z gléwnych réwnan teorii gier
ewolucyjnych — réznicowe réwnanie replikatorowe.
Opisuje ono zmiane w czasie czestosci strategii

w populacji. Zauwazmy, ze jezeli rozpoczniemy
ewolucje w punktach z = 0 lub x = 1, to zawsze w nich
pozostaniemy — sa to punkty stacjonarne powyzszego
réwnania. Punktem takim jest réwniez x,, = 2/3,

dla ktérego Ujy(z) = Ug(z). Mozna si¢ przekonad,
przeprowadzajac prosty eksperyment numeryczny, ze
jezeli wystartujemy z kazdego niestacjonarnego punktu,
to bedziemy sie zbliza¢ do x,,. Jest to kalkulatorowy
,dowéd” zbieznoéci

x(t) o me

Moéwimy, ze x,, jest asymptotycznie stabilnym punktem
rownowagi.

W miare uplywu czasu populacja bedzie sie zbliza¢ do
stabilnego stanu, w ktérym 2/3 osobnikéw gra strategia
jastrzebia, a 1/3 golebia.

Ewolucja genotypowo-fenotypowa

Genetyka naktada na powyzszy obraz ewolucji pewne
ograniczenia. Punktem asymptotycznie stabilnym nie
moze by¢ stan populacji, w ktérym wszyscy osobnicy
maja taki sam fenotyp (czyli graja taka sama strategia)
odpowiadajacy heterozygotycznemu genotypowi

(typu Aa lub aA). Podczas polaczenia genéw od

matki i ojca moga powstawac rowniez genotypy
homozygotyczne (typu AA lub aa) odpowiadajace
innym fenotypom. Polaczmy réwnanie selekeji (4)

i réwnanie replikatorowe (9). Niech w;; w (4) zalezy

od czestosci wystepowania poszczegolnych genotypéw
w nastepujacy sposéb. Niech genotyp A;A; odpowiada
fenotypowi Fi;, w;j = U(F};,q) bedzie érednia wyplata
ze strategii I}, gdzie g = Z x;;F;; jest srednig
strategia w populacji. bJ

Zalézmy teraz, na przyklad, ze fenotyp golebia
odpowiada genotypowi A; A, a jastrzebia pozostalym
trzem genotypom. Mozemy wtedy napisa¢ i nastepnie
zbadaé odpowiednie réwnanie réznicowe. Pozostawiamy
to zadanie ambitnym Czytelnikom.

Jak juz wiemy, genetyczne uwarunkowania moga

nie pozwoli¢ na osiggniecie fenotypowo najlepszego
przystosowania do srodowiska. Chyba ze pozwolimy
ewoluowaé rowniez uktadowi genetycznemu.
Tramwajowa teoria ewolucji méwi, ze do$¢ szybko
ewoluujemy do najlepszego przystosowania w ramach
ograniczen genetycznych. Dojezdzamy do przystanku,
gdzie musimy poczekaé¢ na mutacje genetyczna, az
wreszcie po wielu przystankach dojedziemy do zajezdni
najwiekszego przystosowania, tam gdzie Charles Darwin
spotka wreszcie Gregora Mendla.



