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Jak sie mierzy objetoS¢ nitka?
Piotr HAJLASZ, Pawel STRZELECKI

Czy przyszto Wam kiedys do glowy, drodzy Czytelnicy, mierzy¢ nitka objeto$¢?
Albo pole? Nie chodzi nam tu o czyje$ mgliste domysty w rodzaju Ta paczka
musi by¢ olbrzymia, skoro Ciocia Hela zmarnowala trzy kiebki sznurka,

zeby jg obwigzaé. Nie zadowala nas rowniez odpowiedz Oczywiscie — moge
wymierzycé nitkg moj pokady; jest to prostokat o bokach 3 © 4 m, wiec jego pole jest
réwne 12 m?. Chodzi nam o swoista czarna skrzynke, ktéra pozwolitaby okreslaé
objetos¢ wszelkich rozsadnych przedmiotéw poprzez odczytywanie dlugosci
pewnych odcinkow.

Oto zarys pomyshu: sprébujmy przez chwile pomarzy¢ i wyobrazmy sobie
idealna, doskonale elastyczna i nieskonczenie cienka nitke, na ktérej naniesiono
podziatke do mierzenia dlugosci. Wyobrazmy sobie nastepnie, ze owa nitka
zostaje bardzo gesto upakowana we wnetrzu szescianu — jaki$ Dzielny Krawczyk,
skadinad znacznie dzielniejszy niz bohater znanej basni braci Grimm, rozciaga
ja do woli (wraz z podziatka!) i, wywijajac igla, uklada przemyslnie w coraz
dziwniejsze esy-floresy, w taki sposéb, ze koniec koncéw powykrecana nitka
przechodzi przez kazda drobine wnetrza szeScianu, przez kazdy milimetr

i nanometr sze$cienny, o ktorym Czytelnik w ogdle zdola pomysle¢. Objetosé
mierzymy w nastepujacy sposob: jesli pewna cze$é¢ szescianu jest wypelniona,
powiedzmy, czerwonym barwnikiem, to trzeba odczytaé z podzialki, jaka byta
laczna dlugos$é (uwaga: wyjsciowa dlugo$é, przed rozciaganiem!) zabarwionych
na czerwono kawalkow nitki — i ta taczna dlugosé jest rowna objetosci
czerwonego barwnika. W ogdle nie jest wazne, gdzie si¢ barwnik znajduje, ile go
jest i jaki ksztalt ma wypelniona przezen czes¢ szeScianu. Brzmi to zaskakujaco,
niemal magicznie, a mimo to jest mozliwe, w tym samym abstrakcyjnym

i calkowicie niefizycznym sensie, w jakim mozliwych jest tak wiele cudownych
rzeczy w matemartyce.

Oto nieco dokladniejszy, rysunkowy opis sposobu, w jaki mierzy sie objetosé
dowolnych podzbioréw szescianu za pomoca nitki.

Na rysunku 1 przedstawiona jest elastyczna nitka z podziatka. Nitka to
po prostu odcinek diugoéci 1.

Rozciaggamy nitke (rys. 2); podzialka rozciaga sie wtedy nieréwnomiernie.
W istocie jeden z koncow nitki rozciagamy tak bardzo, ze nitka staje sie
nieskonczenie dtuga.

Rozciagnieta nitke w odpowiednio przemysélany sposéb gesto upychamy

w szeScianie (rys. 3). Teraz wyobrazmy sobie, ze chcemy zmierzy¢ objetosé
pewnej — skadinad catkowicie dowolnej i byé¢ moze bardzo nieregularnej czesdci
szescianu.

Nie ruszajac nici wypelniamy te cze$¢, ktérej objetosé chcemy zmierzyc¢,
barwnikiem (rys. 4). Fragmenty nitki znajdujace si¢ w obszarach wypelnionych
barwnikiem zabarwia sie.

Nastepnie wyciagamy z sze$cianu pobrudzona barwnikiem ni¢ i obkurczamy
do pierwotnego wymiaru. Zabarwione czesci i rozciagnieta podziatka tez sie
obkurcza. Teraz, juz po obkurczeniu, mierzymy laczna dlugosé zabarwionej
czedcei nici. Wynik jest réwny objetosci obszaru wypelnionego barwnikiem —

a ulozenie nici bylo tak przemyélne, ze zupelnie nie ma znaczenia, jaki ksztalt
mial 6w obszar!

Zanim Czytelnicy zaczna twierdzié¢, ze zupelnie postradalismy zmysty, porzu¢my
przeno$nie i potoczne opisy, by sformulowaé czysto matematyczne pytanie, co
pozwoli uniknaé¢ nieporozumien i blednych interpretacji. Pytamy mianowicie, czy
istnieje ciagle i réznowartosciowe odwzorowanie ¢: [0,1) — @, gdzie @) oznacza
wnetrze szedcianu o krawedzi 1 w przestrzeni tréjwymiarowej, o nastepujacej
wlasnodci: dla dowolnego otwartego podzbioru A C @ dtugoéé [p~1(A)]
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Jesdli ¢ jest przeksztalceniem, o ktérym
mowa w twierdzeniu o nitce, to zbiér

» 1(A) jest suma nieskoniczenie wielu
roztgcznych odcinkéw otwartych; liczba
|1 (A)| jest suma dtugosci wszystkich
tych odcinkoéw, a jej wartos$é nie zalezy od
kolejnosci sktadnikéw.

Uwaga dla dorostych: jest jasne, ze

teza twierdzenia zachodzi nie tylko

dla otwartych A, ale dla wszystkich
borelowskich A C Q; objetosé trzeba tylko
zastapi¢ miarqg Lebesgue’a.

Zainteresowani odnajda dowéd np.

w ksigzce C. Goffmana, T. Nishiury

i D. Watermana zatytutowanej
Homeomorphisms in analysis i wydanej
przez Amerykanskie Towarzystwo
Matematyczne w 1997 roku. Wersje
elektroniczng mozna znalezé na stronie
http://www.ams.org/books.

A oto idea wykorzystania powyzszego
twierdzenia do dowodu twierdzenia

o nitce. Bierze si¢ jakiekolwiek ciggle

i réznowartoéciowe odwzorowanie

W [0,1) — (0,1)3, ktére ma te
dodatkows wlasnosé, ze obraz ([0, 1))
odcinka [0, 1) jest gestym podzbiorem
sze$cianu (np. zawiera wszystkie punkty
o trzech wspolrzednych wymiernych).
Oczywiscie przypadkowo wybrane

nie musi spelniaé¢ tezy twierdzenia

o nitce. Mozna jednak bez trudu kazde
takie 1 poprawié, stosujgc twierdzenie
von Neumanna, Oxtoby’ego i Ulama.
Do jakiej miary? I jak poprawiaé

— sktadaé 1 z homeomorfizem h czy moze
z h™'? Na te pytania zainteresowani
Czytelnicy zechca odpowiedzied
samodzielnie.

przeciwobrazu ¢~ !(A) jest réwna objetoéci A. Dwa akapity wyzej zbiér A

byl opisany jako cze$é¢ szescianu wypelniona czerwonym barwnikiem.
Odwzorowanie ¢ to nasza idealna ni¢; wymog, by ¢ bylo réznowartosciowe, jest
naturalny: wszak prawdziwa nitka nie ma samoprzecie¢. Wreszcie, ,wyjsciowa
dtugosé¢ zabarwionych kawatkéw nitki” to wlasnie liczba |1 (A)|.

Odpowiedz na tak postawione pytanie jest, jak sie okazuje, twierdzaca.

Twierdzenie o nitce. Istnieje ciagle i roznowartosciowe przeksztalcenie

takie ze liczba | ~!(A)| jest réwna objetosci zbioru A dla kazdego otwartego
A cC(0,1)3.

Wymiar 3 mozna zastapi¢ dowolnym innym wymiarem n > 2; teza twierdzenia
pozostanie prawdziwa (trzeba tylko oczywiscie zastapi¢ zwykla objetosé
objetoscia n-wymiarowa,).

Twierdzenie o nitce jest dos¢ prostym i bezposrednim wnioskiem ze starego,
pieknego twierdzenia, ktore w 1941 roku udowodnili John von Neumann, John
Oxtoby i Stanistaw Ulam. Dla Czytelnikéw, ktorzy maja za soba podstawowy
wyktad teorii miary i catki Lebesgue’a, przytaczamy nizej drobnym drukiem
sformulowanie tego wyniku. Pozostali Czytelnicy musza, niestety, zadowoli¢
sie nastepujaca niezbyt precyzyjna interpretacja fizyczna: jesli szedcian
jednostkowy @ jest wypelniony plastyczna substancja o catkowitej masie 1,

w taki sposéb, ze masa substancji znajdujacej sic w dowolnym otwartym
podzbiorze szescianu jest dodatnia, a masa dowolnego pojedynczego punktu
jest rowna zeru, to mozna owa substancje w sposob ciagly i réznowartosciowy
zdeformowaé tak, by po deformacji gestosé substancji byta stala i réwna 1.

O poczatkowej gestosci celowo nie wspominamy: caly dowcip i sita twierdzenia
von Neumanna, Oxtoby’ego i Ulama polega na tym, ze substancja moze

by¢ roztozona w szesScianie w tak dziwaczny i zawily sposéb, ze gestosci
rozkladu masy w ogole nie mozna rozsadnie okresli¢. I wlasnie dlatego zachodzi
twierdzenie o nitce.

Twierdzenie (von Neumann, Oxtoby, Ulam). Niech p bedzie miarg borelowska na n-wymiarowej
kostce jednostkowej Q, taka ze u(Q) = 1, pu({xz}) = 0 dla wszystkich punktéw z € Q, pu(8Q) =0

i wreszcie u(U) > 0 dla wszystkich zbioréw otwartych U C Q. Istnieje wéwczas homeomorfizm
h:Q — Q, taki ze n-wymiarowa miara Lebesgue’a L™ (A) = u(h(A)) dla kazdego zbioru
borelowskiego A C Q. Ponadto, h |go= id.

My zadowolimy si¢ stwierdzeniem, ze istnienie ,nitki do pomiaru objetosci” jest
jeszcze jednym, jakze dobitnym, Swiadectwem wielkiej subtelnosci najbardziej
podstawowych poje¢ wspolczesnej analizy matematycznej: liczby rzeczywistej,
ciaglosci, miary. Pojeé, bez ktérych nie do pomyslenia jest nie tylko owa

nitka, ale i daleko praktyczniejsze i powazniejsze sprawy: teoria sprezystosci,
mechanika oérodkow ciaglych, przetwarzanie oraz kompresja obrazéw i inne,
bardzo réznorodne, zastosowania analizy matematyczne;j.

* * *
Stanistaw Ulam, 1909-1984

Jeden z mtodszych przedstawicieli przedwojennej Polskiej Szkoty Matematycznej;
doktorat uzyskat w 1933 roku we Lwowie, pod opieka Stefana Banacha.

7 Polski wyjechal na state w sierpniu 1939 roku; w 1943 roku przyjal obywatelstwo
amerykanskie. W USA wyktadal m.in. na uniwersytetach Harvarda, Wisconsin

i Potudniowej Kalifornii. Najpowszechniej jest jednak znana jego praca

w Laboratorium Narodowym w Los Alamos, gdzie wspélnie z fizykiem Edwardem
Tellerem rozwigzal kluczowe kwestie, umozliwiajace budowe bomby wodorowe;j.
Ulam jest takze autorem metody Monte Carlo, szeroko wykorzystywanej w analizie
numerycznej.

Wspélna prace z Oxtobym uwazat za jedno ze swych najbardziej wartosciowych
osiagniec.

Kto chcialby o Ulamie wiedzie¢ wiecej, powinien przeczytaé jego Przygody matematyka,
wydane po polsku w 1996 roku.
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