Zadanie o gwiezdzie

cztery monety.

Michat MACHURA

Wéréd wielu zadan i zagadek matematycznych spotkalem ponizsze zadanie.

Polozyé piec patyczkow i dziesie¢ monet tak, by na kaZdym patyczku lezaly

Zadanie to przedstawili mi koledzy gérnicy, a jego prawdziwy autor
i pochodzenie sg mi nieznane. W naszym jezyku zadanie brzmi:

Piecé prostych i dziesie¢ punktow ulozyé na plaszczyinie w ten sposob,

by na kazdej prostej lezaly cztery punkty.

Oznaczmy przez a; liczbe punktéw (sposréd 10), ktére
leza na ¢ prostych. Oczywiscie

5
> ai=10.
1=0

Przeanalizujmy mozliwe przypadki. Zauwazmy, ze jezeli
5

na kazdej prostej leza 4 punkty, to liczba s = Zz - a;
i=0

musi rownac sie 20.
1. Wszystkie proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Wowczas

s<1-9+5-1=14.
2. W pewnym punkcie przecinaja si¢ cztery proste.
Wtedy

s<1-54+2-444-1=17.

3. W jednym punkcie przecinaja si¢ trzy proste
i wéwczas

s<1-24+2-7+3-1=19.

4. W dwoéch punktach przecinaja sie po trzy proste,
a wtedy

s<1-5+2-443-2=19.
5. W zadnym punkcie nie przecinaja sie wiecej niz
dwie proste. W tym przypadku mozliwe jest, by s byto
rowne 20 — wystarczy jedynie, by nie bylo par prostych
rownolegltych i wtedy punkty nalezy potozy¢ tam, gdzie
przecinaja si¢ proste.

Jak widzimy, problem sprowadza si¢ do ulozenia
prostych tak, aby kazda z kazda si¢ przecinala i nie
byto punktéw, w ktérych przecinaja sie wiecej niz dwie
proste. W tym momencie jawi nam si¢ nowy problem:

na ile sposobow mozna polozyc pieé¢ prostych
na ptaszczyinie tak, by kaZda z kazdg sie przecinala i by
nie bylo punktow przeciecia wiecej niz dwéch prostych?

Doprecyzujmy, co znacza rézne utozenia prostych.
Ulozenia prostych bedziemy uwazaé za takie

same (lepiej by rzec — izomorficzne), jezeli proste
rozetna plaszczyzne na te sama liczbe tréjkatéow,
czworokatow 1 pieciokatow, przy czym ich wzajemne
ulozenie bedzie takie same. Za chwile uzasadnimy, ze
liczba r(5) sposobéw ulozenia pieciu prostych wynosi
siedem.
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Zacznijmy od trzech i czterech prostych. Trzy proste
(ulozone zgodnie z oméwionymi zasadami) zawsze
wyznacza jeden tréjkat, a zatem r(3) = 1. Cztery
proste zawsze wyznacza jeden czworokat i dwa trdjkaty
polozone jak na rysunku ponizej. A wiec r(4) = 1.

Zastanéwmy sie, jak powyzsza figure moze

przecinaé¢ piata prosta. Wszystkie osiem mozliwosci
przedstawiamy na rysunkach i w tabelce ponizej. Jedna
z mozliwosci jest tytulowa piecioramienna gwiazda.

Lp.| Prosta R przecina: | T| C| P | S | W
1 BC,B'C, Py, P, 5101145
2 | BC,BBD,AD,Qy | 4|1 | 1| +|6
3 | B'C,BD,AB, Py 313]0] —1 3,2
4 | BBC,BD,AD,Q. 31310 —11,2
5 | BD,BD,AB,A’B"| 3 |3 |0 | +|7
6 | AB,AD,Q' , P, 313]0]—-11,3
6a | AB,AD.,Q", P! 3130 —-11,3
7 | ABAD AD,AB |3 | 3|0 +| 4

Przez T, C, P oznaczamy odpowiednio liczbe
tréjkatéow, czworokatéw i pieciokatow. W kolumnie S
zaznaczyliSmy, czy figura bedaca suma trojkatow

jest spdjna, a w kolumnie W liczbe bokéw wspdlnych
z czworokatami i pieciokatami poszczegdlnych
sktadowych spdjnych. Jak widzimy, rozwiazania

6 oraz 6a sa izomorficzne. Ostatecznie wiec r(5) = 7.
Co mozemy powiedzie¢ w sytuacji, gdy dane jest

n prostych? Jak szybko rosnie funkcja r(n)? Moze kto$
z Czytelnikéw co$ wie na ten temat?
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