Rola opéznienia
w modelowaniu zjawisk przyrodniczych
Urszula FORYS

Wszystkie procesy, ktore obserwujemy w naturze, zachodza z pewnym
opdznieniem w stosunku do momentu inicjacji danego procesu. Mozemy

w tym miejscu spytaé, co oznacza okreslenie ,moment inicjacji”. Odpowiedz
zalezy od rozpatrywanego zjawiska. Jesli analizujemy podstawowe procesy
zachodzace w komérkach (typu: proliferacja — czyli namnazanie, apoptoza —
czyli $mieré programowa), to okazuje sie, ze momentem inicjacji jest wyslanie
pewnego sygnalu (najczesciej chemicznego) i od chwili wysltania tego sygnatu
do zajscia danego zjawiska uplywa pewien czas, ktéry nazywamy opoznieniem
tego zjawiska. Przechodzac na poziom calych organizméw, mozemy omawiaé
bardzo rézne procesy. W modelowaniu dynamiki populacji najczesciej bierzemy
pod uwage procesy rozrodczosci i $miertelnosci. Momentem inicjacji procesu

rozrodczosci jest zaplodnienie, a sam proces obserwujemy w chwili narodzenia
nowego osobnika. Widzimy wiec, ze opdznienie procesu rozrodczosci moze
przyjmowa¢ bardzo duze wartoéci. W przypadku procesu $miertelnosci

W zwiazku z pytaniami podajemy
adres strony, na ktérej mozna

jednoznaczne zdefiniowanie momentu inicjacji przysparza pewnych trudnosci.
Niemniej jednak mozna rowniez wyodrebni¢ pewne sygnaly biochemiczne.
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stwierdzamy, ze ich wielkosci sa diametralnie réozne. Wydawatoby sie zatem, ze
mniejsze opdznienie mozemy zaniedbac, a tylko zastanawiaé si¢ nad braniem pod
uwage duzego. Takie podejscie nie zawsze jest stuszne. Powinnidmy pordwnac

wielkos$¢ op6znienia z czasem trwania innych procesow. Moze sie wtedy okazac,
ze roOwniez matego opdznienia nie powinnismy pomijac.

Przejdziemy teraz do omdéwienia efektéw wprowadzenia
opo6znienia w modelu matematycznym. Dla uproszczenia
bedziemy méwié o modelu jednowymiarowym
opisujacym zmiany liczebnosci (zageszczenia)

pewnej populacji. Na poczatku oprzemy sie

na najpopularniejszym modelu tego typu, czyli
roéwnaniu logistycznym, a potem przejdziemy

do troche bardziej skomplikowanego modelu wzrostu
nowotworu.

Roéwnanie logistyczne.
Niech N (t) oznacza zageszczenie populacji w chwili ¢,

- dN
aN = i chwilowa zmiane zageszczenia.

N(t) = rN(t) (1 ~ %) 7

Wtedy:

gdzie r — wspoélezynnik rozrodczosci, K — pojemnosé
srodowiska.

Badamy, w jaki sposéb zmienia sie liczebnosé populacji
w czasie. W modelu logistycznym zaktada sie, ze
liczebno$¢ ta wzrasta w procesie rozrodezosci (Srednia
liczba osobnikéw potomnych jednego rodzica jest stala),
natomiast maleje na skutek konkurencji o ograniczone
zasoby $rodowiska (osobniki konkuruja, jesli sie
spotykaja, liczba spotkan jest losowa, modeluje sie ja
jako funkcje kwadratu liczebnosci populacji). Kazde
rozwiazanie rownania logistycznego zmierza wraz

z upltywem czasu do pewnej wielkosci, ktérg nazywamy
pojemnodcia $rodowiska (rys. 1).
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Rys. 1. Rozwigzania réwnania logistycznego dla réznych poczatkowych
liczebnosci populacji.

Pojemnos¢ ta mierzy liczbe osobnikéw, ktora dane
srodowisko moze wyzywi¢. Jak widzimy na rysunku 1,
rozwiazania sa zbiezne do pojemnosci srodowiska
monotonicznie (maleja lub rosna). Rozwiagzanie
stacjonarne (tzn. niezmienne w czasie), ktére przyciaga
inne rozwiazania ze swojego otoczenia, nazywamy
stabilnym (taka jest wlasnie pojemnosé srodowiska

w réwnaniu logistycznym). Natomiast jesli rozwiazanie
odpycha rozwiazania, ktére zaczynaja sie blisko, to jest
ono niestabilne (np. rozwiazanie zerowe w réwnaniu
logistycznym).

Sprobujmy teraz wprowadzi¢ op6znienie do rownania
logistycznego. W klasycznym podejéciu robi sie

to w nastepujacy sposéb. Modelujemy wielko$¢,

ktéra ekologowie nazywaja przyrostem per capita,

czyli zmiang liczebnoéci przeskalowang przez liczbe
osobnikéw. Zaklada sie, ze wielko$é ta jest malejaca
liniowa, funkcja liczebnosci, przy czym w réwnaniu

z opOznieniem bierzemy pod uwage liczebno$¢ populacji



w chwili ¢t — 7, gdzie 7 > 0 obrazuje opdznienie zmian
liczebnosci (stale dla uproszczenia).

Klasyczne réwnanie logistyczne z op6znieniem

N(t) = rN(t) (1 - W) :

Réwnanie to ma kilka interpretacji biologicznych.
Zaprezentujemy jedna z nich. Rozwazamy populacje
roslinozercow, ktére zywia sie pewnymi roslinami,

ale rodliny te nadaja si¢ do zjedzenia tylko gdy osiagaja
wiek 7. Jednoczesnie w wieku 7 rosliny rozsiewaja
nasiona. Jesli zostaly zjedzone, to nie rozsiewaja nasion.
Wobec tego ilo$¢ pozywienia dostepnego dla populacji
w chwili ¢ zalezy od tego, ile roslin zostato zjedzonych
w chwili t — 7, a zatem od liczby osobnikéw w tej
chwili. Stad w przyroscie per capita rozpatrujemy
funkcje zalezng od chwili t — 7, a nie od obecnej

chwili ¢. Jaki ma to wplyw na zachowanie rozwiazan?
W szezegdlnoscei — jak od wielkosci opdznienia zalezy
stabilnosé rozwiazan stacjonarnych?

Okazuje sie, ze je$li dane rozwiazanie stacjonarne jest
niestabilne w modelu bez opdznienia, to pozostaje
niestabilne dla dowolnego 7 > 0. Znacznie ciekawsze
efekty uzyskujemy w przypadku rozwigzan stabilnych
dla 7 = 0. W zaleznosci od parametréw modelu moze si¢
zdarzy¢, ze rozwiazanie pozostaje stabilne bez wzgledu
na wielkos$¢ opéznienia lub, jak w przypadku rownania
logistycznego, istnieje pewna krytyczna wielkosé

opéznienia 7. > 0, w ktorej nastepuje zmiana stabilnosci.

Konkretnie — dla 0 < 7 < 7. rozwiazanie pozostaje
stabilne, natomiast po przekroczeniu tej wielkosci
nastepuje utrata stabilnosci. Bardzo czesto zdarza sie,
ze w momencie utraty stabilnosci rozwiazania staja
sie oscylujace. Tego typu zachowanie, gdy rozwiazanie
stacjonarne przestaje by¢ stabilne i pojawiaja sie
rozwiazania okresowe, nazywamy bifurkacja Hopfa.

W réwnaniu logistycznym z opdznieniem obserwujemy
wlasnie bifurkacje Hopfa. Rysunki ponizej obrazuja
zachowanie rozwiazan w zaleznosci od opo6znienia.
Jesli opdznienie jest niewielkie (rys. 2), to rozwiazania
niewiele réznia sie od tych, ktore otrzymujemy bez
op6Znienia (rys. 1).
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Rys. 2. Rozwigzania réwnania logistycznego z opéznieniem dla malego
op6znienia.

Wraz ze wzrostem opéZnienia (ale 7 < 7.) rozwiazania
zaczynaja oscylowaé wokol pojemnosci $rodowiska, przy
czym w dalszym ciagu sg przyciagane przez rozwiazanie
stacjonarne — rysunek 3.
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Rys. 3. Rozwigzania réwnania logistycznego z op6znieniem dla
wigkszego opdznienia.

Dalszy wzrost opdznienia (7 & 7.) powoduje
powstawanie oscylacji niegasnacych — rysunek 4.
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Rys. 4. Rozwigzania réwnania logistycznego z op6znieniem dla
opéznienia krytycznego.

Jedli opéznienie znacznie przekracza wartosé krytyczna,
to poczatkowo amplituda oscylacji rosnie, ale po
pewnym czasie ustala sie i wszystkie rozwiazania
pozostaja ograniczone (rys. 5).
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Rys. 5. Rozwigzania réwnania logistycznego z op6znieniem dla duzego
opdznienia.

Inne réwnania z op6znieniem moga mieé rozwiazania
nieograniczone.

WyobraZzmy sobie teraz nastepujaca sytuacje. Niech
nasza populacja ma do wyboru co najmniej dwa typy
pozywienia o podobnych wlasno$ciach, ale zjadane
rosliny rozsiewaja nasiona w réoznym wieku. Mamy
zatem zalezno$¢ przyrostu per capita od co najmniej
dwéch momentéw w przeszlosci, t — 7, t — 7o, 71 # To,
T1, Tg > 0.

Roéwnanie logistyczne z dwoma opéznieniami
N(t) =rN(t) (1 =0y N(t —11) — boN(T — 72)),
1
by +bo
Nasuwa sie w tym momencie pytanie, czy wprowadzenie
wiekszej liczby opdznien zmienia w istotny sposob

przy czym pojemno$é¢ $rodowiska to K =



zachowanie rozwiazan. Oczywiscie, znéw zalezy to
od parametréw rozpatrywanego modelu. Réwnanie
logistyczne nie jest najlepsza ilustracja dla tego
przypadku, przejdziemy wiec do modelu opisujacego
wzrost symetrycznego przestrzennie guza. W modelu
tym uwzglednia sie procesy proliferacji i apoptozy
komorek nowotworowych. Jesli zalozymy, ze proliferacja
zachodzi z opdZnieniem 7 > 0, a apoptoza z innym
opdznieniem 72 > 0, to otrzymujemy rownanie,

w ktérym mozemy zaobserwowaé czeste zmiany
stabilnoéci w zaleznosci od wielko$ci opéznien.

Réwnanie wzrostu guza
. a 5
N(t)=—=cN({t—m12)+0.N(t—1)— ENg(t —T71),
gdzie a oznacza stala konsumpcji sktadnikéw
pokarmowych przez komorki nowotworowe,

oe — zewnetrzne stezenie sktadnikéw pokarmowych,
¢ — stala proliferacji.

Ustalmy pewna wielko$¢ op6znienia 7 > 0 i zbadajmy,
co si¢ dzieje przy wzroscie 75. Dla malego 75 zachowanie
jest podobne jak dla 7 = 0 — rysunek 6.
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Rys. 6. Wzrost guza dla 79 =01 72 = 0,1.

Nastepnie mamy pierwsza warto$é krytyczna 75",
przy ktorej wystepuje bifurkacja Hopfa (rys. 7).
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Rys. 7. Wazrost guza dla pierwszej wartosci krytycznej opéznienia 7'261 .

Potem obserwujemy niestabilno$é¢ — rysunek 8.
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Rys. 8. Wzrost guza dla opéznienia 7o pomig¢dzy wartosciami
krytycznymi.

Kolejna warto$¢ krytyczna 752 > 75' daje stabilizacje

(rys. 9), itd.
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Rys. 9. Wzrost guza dla opéznienia T powyzej drugiej wartosci
krytycznej.

W zaleznoéci od parametréw takich wartosci
krytycznych moze by¢ wiecej. Jest to gtéwna roznica
miedzy modelem z jednym opdznieniem i z wigksza
liczba opdznien. Przy jednym opdznieniu moze by¢

co najwyzej jedna warto$é¢ krytyczna, natomiast przy
co najmniej dwoch opdznieniach — wartosci krytycznych
moze by¢ znacznie wiecej.

W omawianym przez nas modelu wzrostu guza
wystepuje duze opdznienie procesu apoptozy przy
ustalonym (stosunkowo niewielkim) opdznieniu procesu
proliferacji. Nasuwa sie w zwiazku z tym pytanie,

czy co$ takiego ma sens biologiczny. Wieloletnie
badania dotyczace procesu apoptozy u nicieni
(Nagroda Nobla w 2002 r.) sugeruja, ze zablokowanie
sygnalu inicjujacego apoptoze (w efekcie duze
opéZnienie tego procesu) moze mieé¢ kluczowe znaczenie
w rozwoju nowotworéow. Wydaje si¢ zatem, ze roéwniez
w przypadku modelowania tego zjawiska nalezy wziaé
pod uwage duze wartosci opdznienia.

Omowione przyklady pokazuja, ze wprowadzenie
op6znienia do modelu moze zmieni¢ zachowanie
rozwigzan, przy czym istotny jest sposéb, w jaki to
opdznienie wprowadzamy. Decyzja, czy mozna przy
modelowaniu danego zjawiska pominaé¢ opdznienie

(i w efekcie otrzymaé prostszy model, ktéry znacznie
latwiej analizowad), nalezy, oczywiscie, do naukowca
modelujacego dane zjawisko. Niekiedy wprowadzenie
opdznienia zastepujemy zwigkszeniem liczby zmiennych
w modelu. Trzeba sobie jednak zdawaé sprawe z tego,
ze te dwa podejscia (tzn. zwiekszenie liczby zmiennych
w uktadzie rownan rézniczkowych zwyczajnych lub
wprowadzenie op6Znienia) nie sa z matematycznego
punktu widzenia réwnowazne.



