Rozwigzanie zadania F 615.

Rozwazmy kule o srodku w zrédle Swiatta

i promieniu 7 (rysunek).
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Pierscien Kaca Krzysztof REJMER
Charakterystyczng cecha uktadéw makroskopowych, ztozonych z wielkiej

liczby czasteczek jest to, ze zachodza w nich procesy nieodwracalne, takie jak
przeptyw ciepla pomiedzy cialami o réznych temperaturach. Dzieje sie tak,
mimo ze prawa mechaniki klasycznej, rzadzace ruchem czasteczek, sa odwracalne
w czasie. Wprawdzie ,natura” czasteczek jest kwantowa, ale ich ruch pomiedzy
zderzeniami mozna opisac klasycznie, o ile energia nie jest zbyt wysoka. Samo
zderzenie czasteczek nalezy opisywaé¢ prawami mechaniki kwantowej, ale jedyna
wielkoscia, ktérej potrzebujemy w analizie ich ruchu, jest tak zwany przekrdj
czynny na zderzenie, czyli — moéwiac niezbyt dokladnie — prawdopodobienstwo
zderzenia. Najczedciej jednak traktujemy czasteczki jako sztywne kule zderzajace
sie sprezyscie, bez wnikania w to, co dzieje sie z nimi, gdy znajda sie bardzo
blisko. Jesli potraktujemy czasteczki jako klasyczne sztywne kule, obliczenie
przekroju czynnego na zderzenie jest zadaniem trywialnym. Sprzecznosé

Kuleg dzielimy za pomoca wspoétsrodkowch

sfer na IV czgdci o jednakowej grubosci +-.

miedzy nieodwracalnoscia wielu fizycznych proceséw a odwracalnoscia

W k-tej czedci, liczac od érodka, znajduje praw mechaniki klasycznej nosi nazwe paradoksu Loschmita. Co wiecej,

sig . z twierdzenia Poincarégo o powrocie wynika, ze dla prawie wszystkich stanow
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m=— poczatkowych uklad powrédci w poblize stanu poczatkowego, cho¢ dla ukladow
drobin pytu, ktére zastaniaja makroskopowych ten czas powrotu jest niestychanie duzy (wiekszy niz czas
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powierzchni sfery. Drobiny w réznych
warstwach ustawione sg przypadkowo
i niezaleznie od siebie, wigc catkowita
niezasltonig¢ta powierzchnia to
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calej sfery, co po przejéciu do granicy

zycia Wszech$wiata). Poréwnanie konsekwencji twierdzenia Poincarégo

z istnieniem proceséw nieodwracalnych nazwano paradoksem Zermelo. Z obu
paradokséw plynie wniosek, ze nieodwracalnosci proceséw w makroskopowych
uktadach nie mozna wyttumaczyé¢ w kategoriach czysto mechanicznych
(niezbedne sa pewne zalozenia o charakterze statystycznym), a poza tym
nieodwracalnos¢ nie ma charakteru bezwzglednego, lecz zwiazana jest z wlasciwa
ukladowi skala czasu. Nalezy wspomnieé, ze twierdzenie Poincarégo dotyczy

N — oo daje e~ "/™*. Po podzieleniu na
jednostke powierzchni otrzymujemy
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Dazenie makroskopowego ukladu do stanu rownowagi
— co jest procesem nieodwracalnym — w przypadku
rozrzedzonego gazu opisywane jest réwnaniem
Boltzmanna. Jednak analiza zachowania si¢ wielkiego
zbioru czasteczek poruszajacych sie¢ w trojwymiarowej
przestrzeni jest niestychanie trudna, dlatego upro$cimy
sobie zadanie i przedyskutujemy wlasnosci bardzo
prostego modelu, majacego wszystkie interesujace

nas wilasnosci, zaproponowanego przez Marka Kaca.
Model ten zostal nazwany pierscieniem Kaca.
Rozwazymy zatem okrag podzielony przez N punktéw
na N komoérek, kazda z nich zawiera kulke biala lub
czarna, zatozymy przy tym, ze w stanie poczatkowym
dominuja kulki jednego koloru. W jednostkowych
odstepach czasu kazda z kulek przeskakuje do nastepnej
komorki, uméwmy sie, ze zgodnie z ruchem wskazowek
zegara. Pewna liczba punktow zawiera wskazniki, ktore
zmieniaja kolor mijajacej wskaznik kulki. Przejscie
kulki przez znacznik jest tu odpowiednikiem zderzenia
czasteczek. Spodziewaliby$my sie, ze uklad dazy

do stanu réwnowagi, w ktérym liczba biatych kulek jest
rowna liczbie kulek czarnych.

Naszym celem jest znalezienie réwnan opisujacych
liczbe kulek biatych B(t) i czarnych C(t) jako funkeji

(dyskretnego, mierzonego liczbami naturalnymi) czasu t.

Oznaczmy przez b(t) i ¢(t) liczby bialych i czarnych
kulek znajdujacych si¢ bezposrednio przed znacznikami,
a wiec zmieniajacych kolor w najblizszym skoku.
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zachowawczych (izolowanych) uktadéw mechanicznych, natomiast uklady,
z ktorymi mamy do czynienia w rzeczywistosci, nie sa izolowane, jednak nie tu

Spelnione sg réwnania
B(t+1) = B(t) + c(t) — b(t),

(1)
C(t+1)=C(t) +b(t) — c(t).

Oznaczmy przez A réznice miedzy liczbg biatych

i czarnych kulek. Spelnia ona réwnanie

(2) A(t+1) = A(t) — 2[b(t) — c(t)].

Jest to réwnanie wprawdzie Sciste, ale zupelnie
bezwartosciowe, nie znamy bowiem rozkladu kulek
przed znacznikami. Wprowadzimy do modelu pewne
zalozenie statystyczne. Zalozymy mianowicie, ze
ulamek czastek zmieniajacych barwe w danym kroku
jest rowny prawdopodobienstwu p tego, ze wybrany
punkt dzielacy okrag na komorki jest znacznikiem.
Prawdopodobienstwo to mozemy zdefiniowaé jako
stosunek liczby znacznikéw do liczby wszystkich
punktow. A zatem
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Przy tym zalozeniu réwnanie (2) daje sie sprowadzié
do postaci

(4) At +1) = (1 - 2u)A(),

ktére mozna iterowaé t razy, aby otrzymaé rozwiazanie
w postaci

(5) A(t) = (1 - 20)"A(0).



W nieciekawym przypadku p = 1, kiedy w kazdym
punkcie znajduje sie znacznik, w kazdym ruchu kazda
kulka zmienia kolor, a zatem obserwujemy oscylacje,
A(t) zmienia jedynie znak, co takze odzwierciedla
wzér (5). Jednak gdy p < 1, rozwiazanie, ktére
otrzymalismy, odpowiada znikajacej réznicy ilosci
biatych i czarnych kulek (JA(t)] — 0), gdy ¢ dazy
do nieskoniczonosci, co zgadza si¢ z obserwowanym
w przyrodzie dazeniem do stanu réwnowagi; takie
zachowanie sie ukltadu nazwiemy boltzmannowskim.
7 drugiej strony nasz wynik w oczywisty sposéb jest
btedny, poniewaz mamy

1. Paradoks Loschmita: réwnanie (4) i jego
rozwiazanie (5) nie jest niezmiennicze wzgledem
odwrdécenia czasu, podczas gdy dynamika uktadu jest
odwracalna.

2. Paradoks Zermelo: w czasie t = 2N kazda z kulek
dwukrotnie mija kazdy znacznik, a wiec uktad musi
wrécié do pierwotnego stanu (twierdzenie Poincarégo

0 powrocie).

Doktadniej rzecz biorac, zaréwno réwnanie (4), jak

i rozwiazanie (5) wcale nie musza by¢ zle, jedynie
zakres ich stosowalnosci jest ograniczony. Sprzecznosé
miedzy nieodwracalnym charakterem obserwowanych
zjawisk i odwracalno$cia dynamiki, jak rowniez
paradoksy Loschmita i Zermelo zostaja rozwiazane,
jesli wprowadzimy zespét statystyczny i wykazemy,

ze réwnania (4, 5) opisuja nie $ciste zachowanie

sie dowolnego uktadu w zespole, lecz najbardziej
prawdopodobne zachowanie si¢ jednego z uktadow
tworzacych zespol. Zespél statystyczny zdefiniujemy
jako zbiér pierscieni Kaca o tym samym poczatkowym
rozmieszczeniu kulek czarnych i biatych, ale o réznych
rozmieszczeniach tej samej liczby znacznikéw. Niech

i oznacza numer punktu, natomiast utamek uktadéw
majacych znacznik w punkcie ¢ jest réwny p. Stan
mikroskopowy uktadu opiszemy nastepujaco:

n:(t) =1, gdy w chwili ¢ przed punktem 4
znajduje sie biala kulka,

n:(t) = —1, gdy w chwili ¢ przed punktem 1
znajduje si¢ czarna kulka,

€ =1, gdy w punkcie ¢ nie ma znacznika,

e; = —1, gdy w punkcie 7 znajduje sie znacznik.

Postugujac sie tymi definicjami, mozemy napisaé
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oraz
(7) Nit1(t +1) = emi(t).

Mozemy wiec wyrazi¢ A przez warunki poczatkowe
(8) Nip1(t +1) =egigim1...gi-mi—t(0),

(9) Alt+1) = Zfﬂi—l o€imtmi—+(0).
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Odnotujmy, ze A(2N) = A(0), poniewaz po czasie
t = 2N kazdy z epsilonéw pojawia sie dwukrotnie.
USrednijmy to wyrazenie wzgledem zespotu.

(10) (A(t)> = Z<Ei_15i_2 ce 5i—t> ni—t(o)-

i
Po prawej stronie réwnania (10) mamy $rednia iloczynu
t kolejnych epsilonéw. Srednia iloczynu epsilonéw nie
zalezy od i, wiec mozemy wyciggnaé ja przed sume, a ze
sa to kolejne epsilony, mozemy ponumerowac je od 1
do t.

(11) (A(t)) = (e1...e) A0).
Przedyskutujemy dwa przypadki, gdy t jest mniejsze
i gdy jest wigksze niz N. Prawdopodobienstwo tego,
ze kulka mija j znacznikow w ¢ krokach, jest rowne
iloczynowi
(1 —p)t=?

(jest to prawdopodobienstwo wystapienia j znacznikéw
w dowolnym ukltadzie) przez

t!

gt =)

(jest to ilo§¢ mozliwych rozmieszcezen j znacznikéw
poséréd ¢ punktéw). Dla j znacznikéw iloczyn epsilondéw
jest réwny (—1)7. Mamy zatem dla t < N

(12)  (e1...e¢) =
= W ) = (1= 2"

(W oryginalnej pracy Kaca ta $rednia obliczona jest

w zupelnie inny, niezwykle pomystowy, cho¢ trudniejszy
sposob.) Powyzsza procedura jest poprawna pod
warunkiem, ze t < N. Duze wartodci j w sumie (12)
moga by¢ wieksze od iloéci znacznikdéw i takie skladniki
sumy falszuja wynik. Wynik, ktory otrzymalidmy,
natychmiast prowadzi do wniosku

(13) (A1) = (1 -2p)"A0),

przy czym jest on prawdziwy, gdy ¢ jest mniejsze

nie tylko od N, lecz i od liczby znacznikow. Jest to
wynik zgodny z réwnaniem opartym na zalozeniu (3),
tyle tylko, ze opisuje on nie doktadne zachowanie si¢
pojedynczego uktadu (z calego zespolu mozliwych
uktad6w), lecz najbardziej prawdopodobne zachowanie
sie jednego z uktadéw w zespole. Dla N <t < 2N
zapiszemy t = N + s

(14) (e1...enys) = (€1...ENE1.. . ENfs) =

= <€s+1 .. .EN> = <€1 .. .EN_5> = ({;‘1 .. .EQN_t>,
gdzie najpierw pozbylidmy sie znacznikow
wystepujacych dwukrotnie, a potem inaczej
ponumerowaliémy punkty. Dostajemy wynik taki sam
jak poprzednio, tylko zamiast t mamy 2N — ¢,
(15) (A1) = (1 —2u)*N ' A(0).
Wynik ten jest poprawny, gdy ¢ jest bliskie wartosci 21V,
z podobnych powodoéw jak w poprzednim przypadku.
Gdy t — 2N, $rednia po zespole dazy do wartosci
poczatkowej. Nazwiemy to antyboltzmannowskim
zachowaniem sie ukladu.



WykazaliSsmy zatem, ze typowy uklad bedzie dazyt

do stanu réwnowagi, w ktérym liczba czarnych kulek
jest rowna liczbie biatych kulek i ze jest to typowe
zachowanie sie tylko w pewnej skali czasu. Co wiecej,
mozna wykazaé, ze odchylenie standardowe maleje wraz
z N zgodnie z prawem

w ({35 -0-])) -

co oznacza, ze w duzym zespole statystycznym
wigkszosé ukladéw zachowuje sie (w odpowiedniej skali
czasu) po boltzmannowsku. Nie wyklucza to faktu, ze
moga istnie¢ w zespole takze inne, bardzo szczegdlne

uktady, ktore zachowuja sie w sposéb zupelnie

inny niz érednie opisane powyzej, na przyktad

gdy znaczniki rozmieécimy na okregu regularnie.

Jesli znacznik znajduje sie w co drugim punkcie
(wymaga to, by N bylo liczba parzysta), to po

dwdch skokach kazda kulka dwukrotnie zmienia kolor,
czyli uktad wraca do stanu sprzed dwdéch skokéw,
zachowujac sie periodycznie z okresem 2. Nie jest to ani
boltzmannowskie, ani antyboltzmannowskie zachowanie
sie¢ ukladu. Czytelnik bez trudu sam znajdzie inne
przykltady. Jednak sa to zawsze bardzo nieliczne

w zespole uklady. Zdecydowana wigkszos¢ uktadow
zachowuje sie w sposéb bliski $redniej.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1054. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym
JABAC = 45°.
A

Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata
ABC. Wykazaé, ze AH = BC.

Rozwigzanie na str. 5

M 1055. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach
AD i BC réwnolegltoboku ABCD, przy czym

AK = CL.
D P C

K[ Q

A B

Punkt P lezy na odcinku C'D. Prosta KL przecina
odcinki AP i BP odpowiednio w punktach @ i R.
Wykazaé, ze

[AKQ] + [BLR] = [PQR],
gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.
Rozwigzanie na str. 5

M 1056. Liczbe rzeczywista dodatnia nazwiemy
szezesliwg, jesli jej rozwiniecie dziesietne nie zawiera

po przecinku cyfr réznych od 1 lub 7. (Np. liczba

13, 71717777 ... jest szczesliwa, a 77,07717171 ...

nie jest.) Wykazaé, ze kazda liczbe rzeczywista wicksza
od 1 mozna przedstawi¢ w postaci sumy dziewieciu liczb
szczesliwych.

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 615. Natezenie swiatla w czystym powietrzu maleje

wedlug wzoru I(r) = —g, gdzie r to odleglo$é od zrodia.
T

Jak zmienia si¢ ta zalezno$¢, gdy w powietrzu znajduje
sie pochlaniajacy $wiatlo pyl o koncentracji n (liczbie
drobin na jednostke objetosci) i polu powierzchni
drobiny A?

Rozwiazanie na str. 6

F 616. Rozpatrzmy uktad jak na rysunku.

L

—

Wiszaca ptyte o masie m = 3 kg i momencie
bezwladnosci I = 0,1kg - m?, a = d = 0,5 m, wprawiono
w male drgania poprzez skrecenie wzgledem osi
przechodzacej przez srodek plyty. Obliczy¢ czestotliwosé
drgan.

Rozwiazanie na str. 16



