Nagrodzone prace
XXV Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jak juz pisalismy, XXV Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki byl wyjatkowo udany. OtrzymaliSmy
wiele warto$ciowych i ciekawych prac. Final okazal sie bardzo zaciety. Jury dtugo debatowato nad
kolejnoscia laureatéw, w wyniku czego przyznano az dwa ztote medale. Z tego powodu chcemy w tym
roku przedstawié¢ nie jedna (jak bywalo zazwyczaj) prace, lecz siedem. Mamy nadzieje, ze pozwoli to

na lepsze zorientowanie sie, jakie prace sg przez Jury najwyzej cenione i moze podsunie tegorocznym
uczestnikom KUPzM jakies nowe pomysty.

Przypominamy, ze w tym roku zwyciezca i jego opiekun otrzymaja dzieki firmie GAMBIT dodatkowa
nagrode: profesjonalne wersje programu Mathematica.

Waga szalkowa i uogdélniony problem falszywej monety

Hugo Steinhaus w ,,Kalejdoskopie matematycznym” przedstawil nastepujace
zadania:

Mamy dziewie¢ monet pozornie jednakowych. Wiemy, Ze
jedna z nich (nie wiemy ktéra) jest falszywa i wazy mniej od
pozostalych. Trzeba jg wykryé w dwich wazeniach na wadze
szalkowej bez uzycia odwaznikéw (wolno klasé po kilka monet
na kazdej szalce).

oraz
Mamy trzynasScie monet, z ktérych doktadnie jedna jest
falszywa, ale nie wiemy, czy jest ciezsza, czy lzejsza od monet

dobrych. Mamy jo wykryé w trzech wazeniach na wadze
szalkowey.

W mojej pracy przedstawiam rozwazania dotyczace mozliwie szerokiej klasy
podobnych probleméw. Lacznie rozwazam 48 wariantéw zadan Steinhausa.
Ze wzgledu na duza ich liczbe oraz znaczne podobienstwo podam tresci
wszystkich tych wariantéw tacznie. Konkretny wariant jest wyznaczony przez
wybor pieciu liter.

Dane sg dwie liczby naturalne n i k.

Wiemy, ze wéréd n monet

A) na pewno B) by¢ moze

jedna moneta jest falszywa i ma inna mase niz pozostale monety.
C) Wiemy, D) Nie wiemy,

czy jest ona ciezsza, czy lzejsza od pozostalych monet.

Oprécez tego mamy do dyspozycji

E)0 F) 1 G) nieskonczenie wiele

dodatkowych monet dobrych.

Naszym zadaniem jest ustali¢, czy da si¢ za pomocag k wazen na wadze
szalkowej, bez uzycia odwaznikéw (uzywamy tylko monet)

H) stwierdzi¢, czy ktéras z monet jest falszywa, a jesli tak, to wskazaé ja.

I) stwierdzié¢, czy ktéras z monet jest falszywa, a jesli tak, to wskazaé ja
i okresli¢, czy jest ciezsza, czy lzejsza od dobrych monet.



Ponadto od tych k wazen
J) wymaga sig, K) nie wymaga sie,

aby to, jakie monety biora udzial w kolejnych wazeniach, byto wiadome jeszcze
przed wykonaniem pierwszego wazenia (czyli nie mozemy uzalezni¢ wyboru
monet do wazenia od wynikéw wezesniejszych wazen).

Tres¢ pojedynczego wariantu jest wyznaczona przez wybranie jednej z liter

A lub B, jednej z liter C lub D, jednej z E, F lub G oraz H lub I i jednej

z liter J lub K. Oryginalne zadania Steinhausa mozna okredli¢ zatem jako
warianty ACEHK zn =9 ik =2 oraz ADEHK 7z n = 13 i k = 3 naszego
uogdlnionego zadania. Dla ustalonych n, k oraz wariantu zadania odpowiedz

na postawione w zadaniu pytanie moze by¢ twierdzaca lub przeczaca.

W przypadku odpowiedzi przeczacej trzeba uzasadnié¢, ze faktycznie k wazen nie
wystarcza do wskazania falszywej monety, natomiast w przypadku odpowiedzi
twierdzacej trzeba podaé algorytm wykonywania wazen.

Podam teraz w tabelach wyniki, ktére uzasadniam w pracy. W wariantach,
w ktérych wiemy, czy falszywa moneta jest ciezsza, czy lzejsza od pozostalych
monet (C), odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie jest pozytywna, gdy

F/G

A

Zadanie ma ng<3 k

ng<3

sensdlan>1

n<3f—1 | n<3f—1|n<3F—1
B n#1 n#1
n#3F -2

W wariantach, w ktérych nie wiemy, czy falszywa moneta jest ciezsza, czy
1zejsza od pozostalych monet (D), odpowiedZ na postawione w zadaniu pytanie
jest pozytywna, gdy

E F/G
A H n<(3"+1)/2 n< (38 +1)/2

. n#2
Zadanie ma 372 317
sensdlan>1 n<(3"=3)/ n< (3" —3)/

I n#1

n#2
n<(3F—3)/2lubn=0|n<(3*-1)/2

B n#1

n# 2

Na przyktad nie jest mozliwe wskazanie wsrod 40 monet falszywej monety
poprzez wykonanie 4 wazen na wadze szalkowej, gdy nie mamy dodatkowych
monet, nie wiemy, czy falszywa moneta w ogdle istnieje i czy gdyby istniala,
bylaby ciezsza, czy lzejsza od pozostatych (40 > 39 = (3* — 3)/2).

7 powyzszych tabel wynika, ze gdy mamy do dyspozycji dodatkowe dobre
monety, wowczas nie ma znaczenia ich liczba. Zawsze poradzimy sobie,
wykorzystujac tylko jedna z nich.

Niemal zawsze wazenia mozna zaplanowac z gory. Jedynymi wyjatkami sa
warianty BCEHK oraz BCEIK, w przypadku ktérych nie mozemy zaplanowaé
wazen, gdy n = 3F — 2.

Marcel KOLODZIEJCZYK, I LO im. Kopernika w Lodzi — ZEOTY MEDAL



O istnieniu funkcji ciggltej przyjmujacej kazdg wartosSé¢ z gory zadang iloSé razy

Interesuje nas nastepujacy problem:

Dana jest funkcja N : R — N (przyjmujemy, zZe

0 € N). Czy istnieje funkcja ciggla f : R — R, taka

ze dla kazdego x € R funkcja [ przyjmuje wartosé
dokladnie N(x) razy?

Przyjrzyjmy sie na poczatek paru przyktadom.

Dla N = 1 zadana funkcja istnieje. Przykladem jej
jest kazda funkcja liniowa niestala. Rowniez dla N = 3
mozemy skonstruowaé¢ zadana funkcje. Konstrukcja ta
polega, méwiac obrazowo, na ,sklejaniu” funkcji takich
jak na rysunku 1.

Rys. 1 !

Bardziej formalnie, ustalamy dowolne ciagi (2 )ne7,

i (Yn)ney, rosnace, nieograniczone zaréwno z gory,

jak i z dotu. A nastepnie w kazdy z prostokatow
wyznaczonych przez x,, Tni1, Un, Yn+1 Wpisujemy taki
wzygzak” jak na rysunku 1. Otrzymana funkcja ciagla
jest przedstawiona na rysunku 2.

Yn+lt

! !/
Rys. 2 Ip—1 Zn—1| 2Zn—1 Tn 2Zn Zn Tp+l

7 takiej funkcji mozna w dos¢ prosty sposob otrzymac
funkcje ciagla przyjmujaca kazda wartos¢ rzeczywista
5 razy. Wycinamy funkcje na kazdym z odcinkéw

[2n, 25,] 1 w to miejsce wklejamy ,zygzak”, analogiczny
do tego na rysunku 1. Wykres zadanej funkcji
przedstawia rysunek 3.

Yn+1t

_______

!/ /
Rys. 3 Tp—1 Zn—-1| Zn—1 Tn 2Zn Zn Tn4l

Analogicznie mozna otrzymaé funkcje ciagla
wyznaczong przez N =7, N =9, N = 11, itd.

Zastanowmy sie teraz, czy istnieje funkcja ciagla
wyznaczona przez N = 2... Otéz nie. Co wigcej,
mozna podaé pelna charakteryzacje funkcji N, ktore
wyznaczaja funkcje ciaglte. Przedstawimy ja tutaj
przy dodatkowym zaltozeniu, ze N > 0. W ogdlnym
przypadku jest ona nieco bardziej ztozona.

Twierdzenie. Niech N > 0. Wéwczas na to, by istnialta
funkcja ciaglta f wyznaczona przez funkcje IV, potrzeba
i wystarcza, by dla dowolnej liczby z € R istniato

e >0, takie ze jeSli x € (z —¢g,2) iy € (2,2 +¢€), to
zachodzi zalezno$é w > N(z) w przypadku, gdy
przynajmuniej jedna z liczb N(x) i N(y) jest nieparzysta,
natomiast w > N(z) w przypadku, gdy kazda

z liczb N(z) i N(y) jest parzysta.

Dowé6d konieczno$ci warunkéw twierdzenia.
Potrzebny bedzie nastepujacy lemat, ktérego

dowdd oparty na wlasnosci Darboux pozostawiamy
Czytelnikowi.

Lemat. Niech f : R—5R bedzie funkcja ciagla, ktéra
kazda warto$¢ rzeczywista przyjmuje skonczenie wiele
razy i przynajmniej jeden raz. Wowczas

lim f(z) =00 i lim f(z)=—o0
lub
lim f(z)=-oco i lim f(x)=oco.

Powréémy do dowodu twierdzenia. Wezmy dowolne
z € R Niech N(z) =n. Niech a1 < a2 < ... < a, beda
wszystkimi punktami o wtasnosci

z = fla1) = flaz) = ... = f(an).

Rozwazmy woéwczas przedzialy (ak, agt1),
k=1,2,...,n. Dla kazdego z nich wybierzmy
b € (ak, axt1). Wartosé f(by) jest rézna od z.
Podobnie, wezmy by € (—00,a1) 1 by, € (an, 00). Wartosci
f(bo) i f(by) sa rézne od z. Ustalmy

e =min{|f(by) — 2| : k=0,1,...,n}.
7 wtasnosci Darboux wynika, ze na kazdym
z przedzialéw (—oo, a1], [a1,b1], [b1,az], ..., [ak, bk,
bk, akt1]s - - -5 [an, 00) wartosé x € (z — €, z) lub wartosé
y € (z,z + €) przayjmowana jest przynajmniej raz.
Poniewaz tych przedzialow jest 2n, to zachodzi

3(N(@) + N(y)) > N(2).

Z réwnosci (N(x) + N(y)) = 2N(z) wynika, ze
na kazdym z przedzialow [ak, axy1], Kk =1,2,...,n
dokltadnie jedna z wartosci x lub y musi by¢
przyjmowana dokladnie dwa razy, a na przedziatach
(—o00, a1], [an, o) dokladnie jeden raz. Przy
dodatkowym zalozeniu parzystosci N(x) i N(y)
mamy, ze na obu przedzialach (—oo, a1], [a,,c0) jest
przyjmowana warto$é¢ « (lub y). A to oznacza, ze
lim g(z) i lim g(z) nie moga byé¢ jednoczesnie rézne
xr—00 r——00
i niewladciwe. Sprzeczno$é.

Dla N spelniajacego warunki twierdzenia mozna podaé
konstrukcje funkcji ciaglej f wyznaczonej przez to N.

Aleksandra KWIATKOWSKA, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiv — ZEOTY MEDAL



O rozrzedzeniach zbioru liczb naturalnych i szeregach P-harmonicznych

Zacznijmy od nastepujacego zadania: rozwazmy zbior wszystkich liczb
naturalnych, ktére maja zero w zapisie dziesietnym. Czy szereg ich odwrotnosci
jest zbiezny? A jesli zero zastapimy inna cyfra?

Aby znalezé odpowiedZ na postawione wyzej pytanie, nie wystarczy biegle
postugiwaé sie kryteriami znanymi dobrze z kursu analizy matematycznej,
poniewaz niemozliwe jest znalezienie ogdlnej postaci liczb niemajacych danej
cyfry w zapisie dziesietnym. Mozna natomiast wyznaczy¢ ich gestosé (rozumiana
intuicyjnie) w zbiorze liczb naturalnych i na tej podstawie okresli¢ zbiezno$é
szeregu. Tym wlasnie zajmowalem si¢ w mojej pracy. Nizej przedstawie gléwny
wynik otrzymany przeze mnie, chetnych do przeczytania catego artykutu prosze
o kontakt ze mna (julekj@interia.pl).

Ponizej wprowadzimy kilka poje¢ potrzebnych w dalszym ciggu.

Definicja 1. Szereg odwrotnosci liczb naturalnych, tzn. szereg postaci
o0

Zlf1+1+l+
n o 2 3

n=1
nazywaé bedziemy szeregiem harmonicznym.
Definicja 2. Nieskonczony zbiér P C N nazywamy rozrzedzeniem zbioru liczb
naturalnych lub po prostu rozrzedzeniem.
1
Definicja 3. Niech P C N bedzie rozrzedzeniem. Szereg Z — nazywac
n

bedziemy szeregiem P-harmonicznym. nepP

Oznaczmy teraz P, = PN {1,2,3,...,n}, p(n)=#P,, gdzie #P, oznacza
liczbe elementéw P,. Mozemy teraz przedstawi¢ gléwny wynik pracy.

Twierdzenie. Niech P bedzie rozrzedzeniem zbioru liczb naturalnych. Wtedy

neprP n=1

gdzie a,, jest dowolnym ciagiem liczb naturalnych, takim ze 1 < ¢ < “2*‘ <O,
dla pewnych liczb rzeczywistych ¢, C.

Nie bedziemy tu dowodzi¢ powyzszego twierdzenia, zajmiemy sie tylko
pokazaniem dwdch jego zastosowan.

1. Niech P bedzie zbiorem liczb naturalnych niemajacych w zapisie dziesigtnym
cyfry i. Wezmy ciag a,, = 10" spelniajacy warunek z twierdzenia. W kazdym

z przedzialéw [10%, 10+1] zostaje 9¥+! rozwazanych liczb.

Stad p(10™) =9+ 92 + ...+ 9" = 2(9" — 1).

p(1
HEZPE«X) Z 1on

gO™-1)  q0m
10m+1 g(9n_1) 10’

(10m) . 1
Zplon 1 ZE<OO

nepP

Poniewaz lim to na mocy kryterium d’Alemberta

n—oo

2. Niech P bedzie zbiorem liczb pierwszych. Wybierajac ciag a,, = 2",

otrzymujemy ) o (2)
p

YDERINRE Sl
nepP n=1

p(2 1 1
Z 21210g2"7 1210g2z_

Zatem szereg P—harmomczny jest rozbiezny.

Ale
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Problem komiwojazera

Problem komiwojazera przedstawia si¢ nastepujaco.
Komiwojazer wyjezdza z miasta nr 1, przejezdza przez
pewien zbiér miast, po czym wraca do miasta, z ktorego
wyjechat. Im szybciej pokona te droge, tym lepiej.
Nasze zadanie polega na znalezieniu najkrotszego cyklu
przechodzacego przez wszystkie miasta doktadnie raz.
Opisze, jak znalezé¢ dlugosé najkrétszej drogi, jednakze
postugujac sie tymi metodami, otrzymuje si¢ takze trase
komiwojazera.

Problem mozna oczywiscie rozwiazac, przeszukujac
wszystkie mozliwoséci. Dla 2 miast jest jedna mozliwo$¢.
Dla 3 miast dwie mozliwosci { ABCA; ACBA}, dla
czterech miast liczba mozliwosci wynosi 6: {ABCDA,;
ACDBA; ACBDA; ADCBA; ABDCA; ADBCA}.
Ogdlnie mamy (n — 1)! mozliwych przypadkéw

do przeanalizowania. Dla 49 miast liczba mozliwosci
bedzie siegata 48! przypadkdéw, czyli w zaokragleniu
okoto: 1,241391559 - 1091, Przy zalozeniu, ze jeste$my
w stanie liczy¢ miliard kombinacji na sekunde,
program dziatalby 2 - 103 razy tyle co wiek naszego
Wszechswiata.

Problem ten mozna jednak rozwigza¢ metoda
programowania dynamicznego. Oznaczmy przez D(z,y)
dlugosé drogi z miasta = do miasta y. Niech L(zx, S)
oznacza dlugos¢ najkrotszej drogi z miasta x,
przechodzacej przez wszystkie miasta ze zbioru S

— przez kazde doktadnie raz — koficzacej sie na miedcie
nr 1. Jedli oznaczymy zbioér wszystkich miast jako X,
to L(1, X \ {1}) jest interesujacym nas rozwiazaniem

problemu komiwojazera. L(x, S) mozemy latwo obliczy¢.

Komiwojazer z miasta x pojedzie najpierw do jednego
miasta ze zbioru S, a pdzniej mozliwie krotka droga
przejedzie przez reszte miast ze zbioru S, az do miasta

nr 1. Tak wiec L(z, S) = 1?}1611S1 (D(z,y) + L(y, S\ {y})).

Metoda programowania dynamicznego jest szybsza

od przeszukiwania wszystkich mozliwoéci. Ztozono$é
czasowa jest rzedu n22". Niestety metoda ta wymaga
sporej pamieci (zlozono$é pamieciowa jest rzedu n2™,
juz dla 22 miast potrzeba ponad 2 MB pamieci
operacyjnej). Dodatkowo trudno jest taki algorytm
optymalizowac.

Przeszukiwanie wszystkich mozliwosci mozna jednak
usprawnic, co, jak sie okazuje, daje lepsze rezultaty.
Zalézmy wiec, ze mamy najkrotsza dotychcezas
znaleziong droge komiwojazera — cykl A. Mamy tez
jakas droge B przechodzaca przez k miast, gdzie k < n.
Jesli dtugoséé drogi B jest wicksza od diugoéci cyklu A,
to nie warto, oczywiscie, juz jej rozwazac¢. W ten sposob
nie bedziemy analizowa¢ wszystkich mozliwosci.
Oczywiscie usprawnienie to mozna takze ulepszyc¢.
Sprébujmy oszacowad, o ile co najmniej wydluzy nasza
droge B dodanie do niej pozostalych n — k miast.

Sa rozne metody — jedne zabieraja duzo czasu, inne

z kolei daja mniej doktadny wynik. W tym przypadku
oplaca sie przeznaczy¢ wiecej czasu na dokladniejsze
oszacowanie. Na miastach skrajnych drogi B oraz
miastach nieprzytaczonych do naszej drogi budujemy

minimalne drzewo spinajace (MST). Diugoséé takiego
drzewa jest niewigksza od dlugosci drogi, ktora bedzie
domyka¢ nasza droge. Co za tym idzie, cykl powstaly

z drogi B wraz z dotaczonymi do niej pozostalymi
miastami nie bedzie dtuzszy od sumy dtugosci drogi B
i dlugosci MST. Pozostaje wiec tylko zbudowanie MST.
W tym celu postuguje si¢ tzw. algorytmem Kruskala
(doktadny opis oraz dowéd poprawnosci algorytmu
znajduje sie w ksiazce K.A. Ross, Ch.R.B. Wright,
»Matematyka dyskretna”). Kolejne przyspieszenie
mozna uzyskaé na czasie budowania MST. Program
budowalby MST dla tych samych miast wiele razy,
mozna wiec je zapamietywaé. W tym celu uzytem
techniki haszowania — zapamietywalem MST w tablicy
list. Oczywiscie nie zapamietalem wszystkich drzew.
Po pierwsze zabrakloby pamieci operacyjnej, po

drugie za$ i przede wszystkim nie optaca si¢ ich
zapamietywaé, gdyz listy wydtuzylyby sie za bardzo

i wyszukiwanie interesujacych nas MST trwaloby

zbyt dlugo. Dlatego tez zapamietywalem tylko MST
sktadajace sie z co najwyzej 5 miast.

Na koniec mozna jeszcze zauwazy¢, iz wszystkie
dotychczasowe optymalizacje opieraly sie na zalozeniu,
iz mam juz jakas droge przyblizona. Przed
uruchomieniem gléwnej procedury program liczyt

wiec droge przyblizona. W tym celu postugiwatem sie
algorytmami opisanymi w ksiazce M.M. Systo, N. Deo,
J.S. Kowalik, , Algorytmy optymalizacji dyskretnej”
oraz opisanymi w niej tzw. 2- oraz 3-optymalizacjami.
W ten spos6b uzyskana droga przyblizona byla dtuzsza
od cyklu minimalnego o okolo 0-6%. Dane do programu
zostaly wprowadzone w formie wspélrzednych na mapie.
Dtugosci miedzy miastami byly zas odlegltosciami
pomiedzy punktami na mapie. Ostatecznie program
dla 49 miast wojewodzkich wedlug starego podziatu
administracyjnego Polski dziatal okoto 2 godzin

30 minut. Droge przyblizona liczyt okoto 48 sekund.
Dtugos¢ drogi przyblizonej wynosita okoto 3699 km,

a dhugosé drogi optymalnej wynosita okoto 3580 km.
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Nowy $4&F
Aktualny $wiatowy rekord pochodzi z 2001 roku.
Ustanowili go D. Applegate, R. Bixby, V. Chvatal,
i W. Cook, ktérzy rozwiazali problem komiwojazera dla
15112 miast. Te i inne informacje dotyczace problemu
komiwojazera mozna znalezé na stronie internetowej:
www.math.princeton.edu/tsp/index.html
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Wielowymiarowe muzeum i jego straznicy

Punktem wyjscia moich rozwazan jest rozdzial
28 , Straznicy w muzeum” ksiazki M. Aignera

i G.M. Zieglera ,Dowody z Ksiegi”, gdzie przedstawiony

zostal problem przedstawiony przez V. Klee oraz jego
rozwigzanie.

W rogach wielokgtnego muzeum umieszczamy
straznikow. Zaktadamy, ze muzeum jest
pilnowane, gdy dowolny punkt wewnqgtrz tgczy sie
przynajmniej z jednym z obranych wierzchotkow
(straznikiem), nie przecinajgc Zadnej z krawedzi.
1l straznikow potrzeba do pilnowania muzeum?

7 rozwigzania wynika, ze do pilnowania dowolnego
n-kata wystarczy [n/3] straznikéw. Nasuwa sie pytanie,
czy podobne zaleznoéci istnieja w wyzszych wymiarach?

Tréjwymiarowe muzeum

Dany jest wielo$cian o n krawedziach i m Scianach.
Suma krawedzi wszystkich Scian wynosi 2n. Tworzymy
siatke wieloscianu i dokonujemy jej triangulacji
(podziatu na tréjkaty). Poniewaz dowolny n-kat dzieli
sie na n — 2 trojkaty, wiec liczba powstatych trojkatow
Wynosi:

T —2422—24+...+x,m —2=2n—2m,
gdzie x; oznacza liczbe krawedzi i-tej Sciany.
Potraktujmy siatke jako wielokat. Znajac liczbe
tworzacych go tréjkatow, wyznaczamy liczbe jego
krawedzi: 2n — 2m + 2. Z twierdzenia o straznikach
otrzymujemy liczbe straznikoéw potrzebnych
do pilnowania powierzchni siatki:

[(2/3)(n —m + 1))

Rozwazmy teraz sytuacje, kiedy poruszajac sie
wzdtuz krawedzi, nie mozemy dotrzeé¢ do dowolnego
wierzcholka.

Do pilnowania $ciany o t krawedziach zewnetrznych
i u wewnetrznych (wokdl dziury) wystarczy

(/3] + [u/3]
straznikéw ([u/3] straznikéw wokél dziury). Jako ze
[t/3] + [u/3] < [(t 4+ u)/3], sytuacja ta nie wymusza
umieszczania dodatkowych straznikow.

Pozostaje sprawdzi¢, czy fakt obserwowania siatki
wystarcza do pilnowania przestrzeni wewnatrz
wieloscianu. Wezmy dowolny punkt A wewnatrz
wielo$cianu. Tworzymy odcinek laczacy ten punkt

z pewnym straznikiem. Jesli odcinek nie przecina
zadnej Sciany, jest to koniec dowodu. Jezeli przecina,
prowadzimy odcinek taczacy punkt A ze straznikiem
na tej Scianie. Jedli réwniez ten odcinek przecina jakas
$ciane, powtarzamy rozumowanie. Jako ze liczba

Scian jest skonczona, powyzsze rozumowanie tez

jest skonczone. Wynika stad, ze znajdziemy odcinek
nieprzecinajacy zadnej Sciany, laczacy punkt A

ze straznikiem. Wnioskujemy, ze do pilnowania
wieloScianu o m $cianach i n wierzchotkach wystarczy

[(2/3)(n —m +1)]
straznikow.

Czterowymiarowe muzeum

Wyznaczenie liczby straznikéw w wielo$cianie
czterowymiarowym nie jest juz tak proste i wymaga
znalezienia pewnych jego wlasnoéci. W tym celu
skorzystamy z zatozen metody Fechnera. Méwi ona, ze
ze stosunku Swiata plaskiego do przestrzennego dadza
sie wyprowadzi¢ relacje, ktére powinny istnie¢ miedzy
$wiatem tréj- a czterowymiarowym (dla uproszczenia
figury czterowymiarowe zapisywane beda jako figury
4D, natomiast tréjwymiarowe jako 3D, itd.).

Zmajdzmy analogie miedzy $wiatem dwu-

i trojwymiarowym. Rozpatrzmy krzywa zamknieta.
Rozcinajac ja, tworzymy jej jednowymiarowa siatke.

7 kolei siatka wielo$cianu 3D jest dwuwymiarowa.
Analogicznie siatka wieloscianu 4D jest tréjwymiarowa.

Zauwazamy, ze w dwoch wymiarach kazdy wierzchotek
nalezy do dwéch bokéw. W wieloScianie krawedz
nalezy do dwu $écian. Tak wiec w wielo$cianie 4D
kazda ze $cian nalezy do dwu figur 3D. Zauwazamy
teraz, ze w wieloScianie 4D kazda z krawedzi
powinna laczy¢ sie z co najmniej trzema $cianami
(analogicznie w wielokacie 3D kazdy wierzchotek laczy
sie z co najmniej 3 krawedziami). Wyznaczmy teraz
liczbe straznikéow wieloécianu 4D o n krawedziach
i m $cianach. Suma liczby $cian figur 3D wieloscianu
wynosi 2m. Wiemy, ze kazda krawedz nalezy
do co najmniej trzech $cian, a wiec i figur 3D.
Jednoczesnie nie nalezy ona do co najmniej dwu Scian
kazdej z nich. Wiedzac, ze kazda $ciana nalezy do dwu
figur 3D, wnioskujemy, ze kazda krawedz nie nalezy
do co najmniej trzech Scian. Mozemy teraz oszacowaé
liczbe krawedzi figur 3D:
a1+ a2+ ...+ as <nlm—3),

gdzie a; oznacza liczbe krawedzi i-tej figury.
Potraktujmy figury 3D jako wielo$ciany 3D.
Wyznaczamy sume tréjkatéw powstatych w wyniku
triangulacji ich siatek:

2a172b1+2a272b2+...+2a5—2b5,
gdzie b; oznacza liczbe Scian i-tej figury. Wiedzac, ze
kazda ze $cian (tréjkatéw) nalezy do 2 wieloScianéw 3D,
wyznaczamy liczbe tréojkatow figury 4D i szacujemy
ja z goéry: {n(m — 3) — 2m + 2}/3. Analogicznie
do dowodu twierdzenia o straznikach w 3D muzeum,
rozpatrujemy przypadek istnienia figur 3D z dziura.
7 twierdzenia o straznikach otrzymujemy liczbe
straznikéw potrzebnych do pilnowania 4D muzeum:

[{n(m —3) —2m +2}/3].
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O porzadkowaniu zaleznosci wektoréow losowych zwigzanym z pewna klasg funkcji

W pracy zajeliSmy sie opisem zaleznosci dla zmiennych
losowych. W _klasycznej” probabilistyce szkolnej
zaklada sie zazwyczaj ich niezalezno$¢, np. przy probach
Bernoulliego. Zatozenie to nie jest jednak zawsze
spelnione, np. przy schemacie urnowym i losowaniu

bez zwracania. Co wiecej, znacznie czesciej mamy

do czynienia ze zmiennymi zaleznymi.

Badajac zalezne zmienne losowe, musimy

umie¢ porzadkowaé zaleznos¢ i mierzy¢ jej site.
Najpopularniejsza miara sity zaleznosci jest kowariancja.
Ma ona jednak swoje powazne wady, m.in. sa przyktady
zmiennych losowych, ktére sa zalezne, a mimo to
kowariancja dla nich wynosi 0, jak dla zmiennych
niezaleznych. Co wiecej, kowariancja dziala dla par
zmiennych losowych, a sa przyktady wektoréow losowych,
gdzie mimo, ze kazda z par zmiennych losowych jest
niezalezna, to caly wektor jest wektorem zaleznych
zmiennych losowych.

Dlatego zajelismy sie innym podejsciem do opisu
zaleznodci i jej porzadkowania. Postugujemy sie

w tym celu tzw. funkcjami supermodularnymi. Jesli
funkcja ¢: R* — R jest dwukrotnie rézniczkowalna,

to jest supermodularna wtedy, gdy kazda jej druga
pochodna czastkowa jest nieujemna. Zaleta tej

definicji jest to, ze korzystajac z niej w latwy

sposéb bada sie supermodularno$é¢ danej funkcji.

Wada — zalozenie, ze funkcja musi by¢ dwukrotnie
rézniczkowalna, co wyklucza takie funkcje jak

o(xz1,. .., 2n) = min(xq,...,x,), ktére réwniez sa
supermodularne przy odpowiednio zmodyfikowanej
definicji (przyklady takich definicji podajemy w pracy).
Inne funkcje supermodularne to: $rednie — arytmetyczna

i geometryczna,
n

oar, ... ) = [ £(@o),
i=1
gdzie f € C! jest rosnaca i nieujemna, a takze

s = 1135,

=1
gdzie f € C? jest wypukla.
Funkcja f jest klasy C*, jedli jej k-ta pochodna jest ciagla.

Majac dang klase funkcji supermodularnych mozna
wprowadzi¢ ogdlna definicje zaleznosci n-wymiarowych
wektorow losowych, tzn. wektoréw, ktorych
wspolrzednymi sa zmienne losowe. Powiemy, ze

wektor X = ()?1, )~(2, ..., X)) jest bardziej ¢-zalezny
od wektora X = (X1, Xs,...,X,), co zapisujemy
nastepujgco

(Xl, XQ, Ce ,Xn) >~¢ (Xl,XQ, . ,Xn),

gezeli dla kazdej ¢ supermodularne) zachodzi nierownosé

E(¢(X)) 2 E(o(X)).

Korzystajac z tej definicji mozemy juz badaé
zaleznosci miedzy wektorami losowymi.
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Interesuje nas, jakie wektory sa maksymalnie, a jakie
minimalnie ¢-zalezne.

W ogélnym, n-wymiarowym przypadku rozwazamy
wektory losowe X = (X1,...,X,), ktore
przyjmuja z jednakowym prawdopodobienstwem
wartosci z pewnego zbioru skonczonego
{(z},...,2), ..., (zL,,..., 2% )}. Okazuje sig, ze
maksymalnie zalezny (tzn. bardziej zalezny od
dowolnego innego, ktérego kolejne zmienne losowe
przyjmuja wartoéci X; € {z},...,2% } dlai=1,...,n)
jest wektor X = (X1,..., X,,), taki ze wartoéci
zmiennych losowych sa uporzadkowane monotonicznie
(np. rosnaco). Mamy wiec

(Xl,. ,Xn) = (Xl,. 7Xn)

Inaczej jest z minimalna zalezno$cia. Nie mozna, tak jak

w przypadku maksymalnej zaleznosci, wskazaé¢ jakiegos

konkretnego wektora, ktéry byltby mniej ¢-zalezny

od dowolnego innego. Przez badanie minimalne;j

¢-zaleznosci rozumielismy wiec badanie zaleznosci

miedzy wektorami
(X1,..

-7Yk51k+1a"'71n)

oraz
(X1,

dla k > [§] 4+ 1 (w pierwszym z wektoréw k kolejnych
zmiennych losowych przyjmuje wartosci uporzadkowane
rosnaco, a w drugim k + 1, natomiast wszystkie
pozostate zmienne przyjmuja wartosci uporzadkowane
malejaco). Badali$my wiec ,,nieréwnosci”
(X1 X Xygs--, X)) <9

y By

¢ (Xl, ..
Okazalo sie, ze supermodularnosé funkeji ¢ nie
gwarantuje, ze wszystkie te nieréwnosci zachodza.
Dla pewnych supermodularnych ¢ bardziej ¢-zalezny
byt wektor

X1, Xyoy - X))

y Ly

. 7Yk+151k+27 s 7&71)

(717 cee 7716;1]@4-17 cee 7&71)5
a dla innych wektor
(713 e 7Yk+151k+23 L) 7&7@)

Nieréownosci te zachodza tylko dla waskiej klasy funkcji,
i to tylko przy pewnych dodatkowych zalozeniach
o wartosciach, jakie przyjmuja zmienne losowe.

Wiyniki, jakie otrzymaliémy moga mie¢ kilka
zastosowan. Tutaj powiemy moze o jednym z nich,

o poréwnywaniu czaséw pracy ztozonych uktadow.
Wyobrazmy sobie, ze uktad sklada si¢ z elementow,
ktérych czasy pracy sa zaleznymi zmiennymi losowymi.
Woéwezas czas pracy calego takiego uktadu jest
wektorem losowym. Okazuje sie, ze przy polaczeniu
rownolegltym elementéow ukladu prawdopodobienstwo, ze
uktad bardziej zalezny bedzie dziatal dluzej jest wicksze
niz prawdopodobienstwo, ze dtuzej bedzie dziatal uktad
mniej zalezny. Odwrotnie jest natomiast przy polaczeniu
szeregowym elementéw ukladu.

Juliusz JABEECKI, Lech STAWIKOWSKI - WYROZNIENIE



O ukrytej podzielnosci wielomianéw

Interesowaé nas beda wielomiany (o wspo6lczynnikach
calkowitych) w ,ukryty sposéb” podzielne przez
ustalona liczbe n, tzn. takie wielomiany, ktorych
wartosci dla dowolnych catkowitych argumentow

sa podzielne przez n. Przypadek, gdy wszystkie
wspOlczynniki wielomianu sg podzielne przez n, jest
oczywisty. Do tworzenia innych wielomianéw o zadanej
podzielnosci wykorzystamy kongruencje oraz twierdzenia
Fermata i Eulera.

Rozwazmy najpierw wielomiany jednej zmiennej

(bez wyrazu stalego) i zbadajmy ich podzielno$é przez
liczby pierwsze. Warto$¢ zmiennej x moze nalezeé¢

do jednego z dwéch zbiorow:

albo: x jest podzielne przez p i warto$¢ wielomianu jest
podzielna przez p,

albo: x jest wzglednie pierwsze z p (oznaczenie: x L p).

Rozwazenia wymaga tylko ten ostatni przypadek.
Fatwo mozna wykazaé, ze nie istnieje wielomian stopnia
nizszego niz p, ktéry mialby ukryta podzielnosé przez p.
7 Malego Twierdzenia Fermata

PP =1 modp, dlaz Lp
i wlasnoéci kongruencji wynika, ze

(zP —2) =0 modp

oraz

(zFP=D+ _ ) =0 modp,

gdzie k jest dowolna liczba naturalna. Wielomiany

te mozemy mnozy¢ przez x w dowolnej potedze lub
dodawaé do wspdlezynnikéw dowolne krotnosci p.
Oddzielnym przypadkiem jest p = 2 (jedyna parzysta
liczba pierwsza). Przez liczbe 2 podzielny jest
wielomian, ktéry ma parzysta liczbe nieparzystych
wspolezynnikéw.

Wielomiany podzielne przez liczby zlozone mozna
tworzy¢ na rozne sposoby. Po pierwsze: jako iloczyny
wielomianéw podzielnych przez liczby pierwsze.
Po drugie: w wielomianie podzielnym przez liczbe
pierwsza za argument mozna podstawié¢ wielomian
podzielny przez inna liczbe pierwsza. Kolejny sposéb
polega na wykorzystaniu twierdzenia Eulera

2™ =1 modm, jesli x L m,
gdzie ¢ to funkcja Eulera:
© = liczba tych liczb ze zbioru {0,1,2,...,m — 1},

ktore sq wzglednie pierwsze z m.
Wezmy m = p - q, gdzie p i g sg liczbami pierwszymi.
Wtedy
elp-q)=pP-1(¢—1)
idlaz L (p-q) mamy
2@~ D@=D+1 = o mod m.

Latwo wykazaé, ze ta kongruencja zachodzi réwniez
wtedy, gdy z jest podzielne przez p lub q. Zatem
wielomian (z#P0+! — ) jest podzielny przez p - ¢ dla
dowolnego z.
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Powyzsze rozumowanie mozna uogélni¢ dla dwdch
liczb zlozonych, gdy x jest podzielne przez jedna

z nich, a nie ma zadnego wspélnego czynnika z druga.
Wystarczy w odpowiednich miejscach zamiast (n — 1)
wstawié¢ ¢(n), gdzie n jest jednym z czynnikéw. Mozna
wtedy wykazaé, ze

2?(m)+L = o od mn.

Okazuje sie, ze zachodzi takze
2+?(MT = o modn,

gdzie

n=my-ms, mi L ma,

s = NWD(p(m1), p(m2)),
NWD — najwiekszy wspolny dzielnik, mj i ma rézne
od 2.

Osobnego rozpatrzenia wymaga przypadek n = p*, bo
tutaj nie mozna roztozy¢ liczby n na czynniki wzglednie
pierwsze, co bylo warunkiem poprzednich rozwazan.
Mozna wiec tu uzy¢ tylko pierwszego sposobu, tj.
mnozenia wielomianéw podzielnych przez liczby
pierwsze bedace czynnikami potegi.

W przypadku liczb ztozonych n, oprécz wspomnianych
na poczatku iloczynéw wielomianéw, mamy zbior
spodstawowych” wielomiandéw podzielnych przez n:
{a5emH+l _ g
gdzie r jest dowolna liczba naturalna, natomiast
s = NWD(p(m1), p(m2)),

n=my-mso, mi L ms.

Oczywidcie, te wielomiany mozna mnozy¢ przez x
w dowolnej potedze oraz dokonywadé ,,przesuwania”
wspblezynnikéw o dowolna wielokrotnosé n.

Jest kilka sposobow tworzenia wielomianéw wielu
zmiennych z ukryta podzielnoscia. Najprostszy sposéb
to utworzenie wielomianu jednej zmiennej z ukryta
podzielnoscia i podstawienie dowolnego wielomianu
wielu zmiennych za te zmienna. Nastepny sposéb

to pomnozenie wielomianu jednej zmiennej z ukryta
podzielnoscia przez dowolne wielomiany jednej albo
wielu zmiennych.

Innym sposobem jest nastepujace wykorzystanie Malego
Twierdzenia Fermata. Wezmy liczby catkowite x, y
oraz z. Albo ktéra$ z nich dzieli sie przez p i wéwczas
iloczyn xyz jest podzielny przez p, albo zadna nie jest
podzielna przez p i wtedy

2P l=yP7l = 2,71 =1 modp,
tzn. o kazdej z liczb x,y, z w potedze p — 1 mozemy
my$le¢ jak o liczbie 1. Stad tatwo zobaczy¢, ze np. dla
p = 13 podzielny przez p bedzie nastepujacy wielomian:
ayz(z!? + 12 + 2212 — 4) =

= 2Byz + 2yBz + 2xy2'? — dayz.
Czytelnik tatwo moze skonstruowaé¢ w podobny sposéb
wielomiany wielu zmiennych podzielne przez inne liczby
pierwsze p.
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