O polu pewnego trdjkata
Tomasz ZUKOWSKI

Czy zadanie polegajace na obliczeniu pola danego trdjkata moze mieé¢ ciekawe
rozwiazanie? My$le, ze wigkszosé Czytelnikow wzruszy ramionami i odpowie —

nie. A jednak. ..

Zadanie. Dany jest szeScian ABCDFEFGH o krawedzi 1, J jest $rodkiem
krawedzi BC' tego szescianu. Obliczy¢ pole tréjkata AJH (rys. 1).

Rozwigzanie 1 (sprytne)

Do danego szescianu dobudujmy drugi i zauwazmy, ze
HJ jest srodkowsa tego trdjkata, zatem szukane pole jest
potowa pola tréjkata ALH.
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Rys. 1

Obliczenie pola tréjkata réwnoramiennego ALH

nie stanowi juz problemu, ale my nie skorzystamy

z twierdzenia Pitagorasa. Sprawdzmy, ze rysunek 2
przedstawia siatke czworoscianu ALH D. Rzeczywiscie,
trojkaty ADH, ADL i LDH przystaja do odpowiednich
tréjkatéw siatki (cecha przystawania tréjkatow:

(bok, kat, bok)). Zatem tréjkat ALH tez przystaje

do odpowiedniego tréjkata siatki (bok, bok, bok).
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Pozostato odejmowanie
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tak WiQC PAAJH = %
A przy okazji, ciekawostka: ALH D jest jedynym,
z dokladnoscia do podobienstwa, czworoscianem

o kwadratowej siatce.
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Rozwigzanie 2 (cyrkowe)

Obliczmy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dlugosci odcinkéw
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wezmy papier w kratke (bok oczka siatki = %) i sprébujmy narysowadé
tréjkat AJH (rys. 3).

HA=1/2,

Ze zdziwieniem (lub bez) stwierdzamy, ze mozna to zrobié¢ tak, aby wierzchotki
byty punktami kratowymi. Bez trudu obliczamy pole.

Rozwigzanie 3 (dlugie, ale ogdlne)
Rozpocznijmy od nietypowego sformulowania twierdzenia Pitagorasa:

Kwadrat dlugo$ci odcinka jest rowny sumie kwadratow diugo$ci rzutow
prostokgtnych tego odcinka na osie dowolnie wybranego kartezjanskiego ukladu
wspdlrzednych (na plaszczyznie lub w przestrzend).

Czy istnieje analogiczne twierdzenie dotyczace pola figury plaskiej? Okazuje sie,
ze tak.

Twierdzenie. Kwadrat pola figury plaskiej polozonej w przestrzeni jest rowny
sumie kwadratow pol rzutéw prostokatnych tej figury na plaszczyzny dowolnie
wybranego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych.
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H=H' G Dowdd. Niech f bedzie figura ptaska, a fz, fy, f. rzutami prostokatnymi
figury f na plaszczyzny Oyz, Ozx i Oxy odpowiednio. Katy dwuscienne
utworzone przez plaszezyzne figury f i plaszezyzny uktadu (réwne katom
utworzonym przez prosta prostopadla do plaszczyzny figury f i osie ukladu)
0ZNACZMY Oy, Oy, (L.

D=A Cc—J Wiemy, ze
Rys. 50 Py, = Prcosa,, Py, = Pycosay, Py, = Prcosa,
oraz (z twierdzenia Pitagorasa, rys. 4)
5 o cos? oy + cos® ay + cos? o, = 1.

Po podstawieniu otrzymujemy teze:
2 _ p2 2 2
Py =P + P, +Pj.
Wybierzmy proste AB, AD, AFE jako osie wspotrzednych i zastosujmy powyzsze

twierdzenie do tréjkata AJH. Oto rzuty naszego tréjkata na plaszczyzny ukltadu
- ) wspotrzednych — rysunki 5a, 5b, 5c.
A=A" J
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Rys. 5b PleJ = (§> + (Z) + <§> — 6
i jeszcze raz Paajg = %.

D=H" c

Rozwigzanie 3 nie wykorzystuje zadnych szczegdlnych cech danego tréjkata,
wiec mozna je uogolni¢ do odpowiedzi na nastepujace pytanie: jak obliczy¢ pole
tréjkata polozonego w przestrzeni, majac dane wspdlrzedne jego wierzcholtkéw

J///
A= (xlvylazl); B = (~T2,y2722), C = (Ig,:gg,Zg)?

Przypomnijmy, na poczatek, rozwigzanie podobnego zadania na ptaszczyznie.
A=A" B Oto réwnoleglobok rozpiety na wektorach @ = [z1,y1] 1 @ = [z2, y2] (rys. 6).
Rys. bc Odejmujac od pola duzego prostokata pola zacieniowane, otrzymujemy:

P = [(z1 + 22) (y1 + y2) — T1y1 — Tay2 — 272y1| = [T1Y2 — T2y1 |-
Jako oczywisty wniosek otrzymujemy nastepujaca formule na pole tréjkata
e o wierzchotkach A = (z1,v1), B = (z2,92), C = (x3,y3):

T
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- Paape = %|($2—$1)(y3—91)—(963—951)(?/2—91)|

% oraz wzor na pole trojkata o wierzchotkach A = (21,91, 21), B = (22, y2, 22),
C = (3,93, 23):

_ 1
- Paapc = B [((y2 — y1)(23 — 21) — (y3 — y1) (22 — 21))* + (w2 — 1) (25 — 21)—
Q2 s Es N
2 —(w3 —m1)(22 — 21)) + (2 — 1) (ys — y1) — (w3 — 1) (32 — 11))*] ?
Rys. 6 Wzér moze nieporeczny, ale od czego sa komputery?

Rozwigzanie 4

Podstawmy w powyzszym wzorze za A, B, C punkty A = (0,0,0), J = (1, %, O) , H=1(0,1,1) i juz.

Rozwiagzanie 5

Jedli mowa o nieporecznych wzorach, to nie sposéb zapomnieé¢ o wzorze Herona:

Paapc=+/p(p—a)(p—b)(p—c),
gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami bokow, a p polowa obwodu tréjkata.

W naszym przypadku: a = 3, b= @,c:ﬁ’p: 1 (%4_@4_\/5)

Pasne = Vr— @G0 —0 = (V2 + 15+ DV 15— DEVE- 1o+ D) VE+ 1B+ 1) -

Uff, udato sie.
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