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Okresem trajektorii nazywamy liczbe
punktéw, w ktérych odbija si¢ od brzegu.
Trajektorie, ktére wpadajg w wierzchotki
prostokata (lub obszaru ), sa bardzo
rzadkie i ich nie uwzgledniamy.

Dla zwyklego $miertelnika bilard kojarzy si¢ ze spedzaniem wolnego czasu
i traceniem pieniedzy. Profesjonaliéci potrafia na bilardzie zarabia¢ pieniadze.
Natomiast matematykom bilardy dostarczaja rozrywek zgola innego rodzaju.

Bilardem bedziemy nazywac¢ uklad dynamiczny czastki materialnej
poruszajacej sie ruchem prostoliniowym ze stala predkoscia (réwna 1)

po (spéjnym) stole bilardowym Q C R?, ktérego brzeg sklada sie

ze skonczonej liczby kawalkéw krzywych klasy C'. Przy odbiciu od brzegu 95
kat padania réwna si¢ kat odbicia. Przestrzen mozliwych stanéow czastki,
nazywana przestrzenia fazowsq i oznaczana przez X, to 3-wymiarowa
przestrzen par (x,0), gdzie z €  jest polozeniem czastki, a kat 6 € [0, 27)
okredla kierunek ruchu.

Chyba najprostszym przykladem bilardu jest bilard w prostokacie (o bokach

a i b). Jego prostota wynika po czesci z tego, ze kat a odbicia w przeciwleglych
$ciankach nie zmienia sie wzdluz trajektorii (rysunek obok). Z tego rysunku
widaé takze, ze uktad dynamiczny bilardu w prostokacie jest rownowazny
ruchowi wzdluz geodezyjnych na torusie o wymiarach 2a i 2b. Jesli wspotezynnik
nachylenia tg o jest wspOlmierny z b, tzn. tbng‘ = " (nieskracalny utamek), to
trajektoria jest okresowa z okresem g = 2(m + n). W przeciwnym przypadku
ruch jest prawie okresowy, ale nie okresowy.

Przestrzen fazowa X rozbija si¢ na 2-wymiarowe podzbiory niezmiennicze X,
gdzie kazde X, jest zapelnione rodzing trajektorii okresowych albo jest
zapelione rodzina gestych obmotek na torusie. W ostatnim przypadku moéwimy,
ze potok bilardu ograniczony do X, jest ergodyczny.

Oczywiscie bilard w prostokacie ma nieskonczenie wiele trajektorii okresowych;
kazda taka trajektoria lezy w pasie ztozonym z trajektorii okresowych o takiej
samej geometrii. Dlatego wygodnie jest wprowadzié¢ funkcje f(N), okreslajaca
liczbe powyzszych paséw trajektorii okresowych o okresie ¢ < N. W przypadku
prostokata ta liczba zachowuje sie jak ~ ¢N? przy N — oo, gdzie c jest
wyliczalna stata.

Przejdzmy do bilardéw w wieloboku ogdlnego typu (z n bokami i dowolnymi
katami). Tutaj sytuacja nie jest juz tak jasna. W szczegdlnosei, nie wiadomo,
czy dla kazdego wieloboku istnieje chociaz jedna trajektoria okresowa. Jesli
juz trajektorie okresowe istnieja, to sa one dwoch typoéw: izolowane, gdy okres
jest nieparzysty, i nieizolowane (w pasach), gdy okres jest parzysty. Przy tym
trajektorii izolowanych jest bardzo malo.

Wazna klase wielobokéw stanowia tzw. tzw. kierunek geodezyjnej. Mamy znowu rozbicie
wieloboki wymierne, ktérych katy wierzcholtkowe sa przestrzeni fazowej X na niezmiennicze podzbiory X,.
wspohmierne z . W takim przypadku mozna uogolnié Udowodniono, ze dla prawie kazdego o ograniczenie
powyzsza konstrukcje: prostokat — torus. Dostaje potoku do X, jest ergodyczne. Udalo sie¢ tez pokazac
sie pewna plaska zamknietg powierzchnie i potok oszacowania c, N? < f(N) < ¢*N? dla liczby paséw
geodezyjny na niej, réwnowazny potokowi bilardu. Tutaj  zlozonych z trajektorii okresowych o parzystym okresie
réwniez z kazda trajektoria bilardu (tzn. geodezyjna) q < N (H. Masur). Przypuszcza sie, ze w granicy
mozna zwiazaé niezmiennik analogiczny do kata o, N — oo stale ¢, i ¢* pokrywaja sie.

W istocie, dowdd stynnego twierdzenia
Ponceleta mozna sprowadzié¢ do tego
twierdzenia.

Kolejnym standardowym przyktadem jest bilard w elipsie F o rownaniu:
2 2
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— + i—Q = 1. Tutaj zachodzi nastepujaca wlasnos¢. Jesli trajektoria bilardu jest

“ 22 y?

styczna (w pewnym momencie) do elipsy E) o rownaniu: ——— + =1
yezna (w pewny ) psy Ex Tt e

wspdblogniskowej z F, to bedzie ona styczna do E) réwniez po nastepnych
odbiciach (rysunek obok). Wobec tego przestrzen fazowa X mozna rozbié
na odpowiednie niezmiennicze podprzestrzenie X . Mozna powiedzie¢ nawet
wiecej: dla ustalonego A\ albo wszystkie trajektorie z X sa okresowe z tym
samym okresem, albo sa réwnowazne (w pewnym sensie) prawie okresowym
obmotkom na torusie. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z tzw.
wlasno$cig Ponceleta:

jesli pewien wielokqt jest wpisany w E i opisany na Ey, to mozna go poruszac
w ciggly sposdb, tak aby pozostal wpisany w E i opisany na E.
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Jedli chodzi o istnienie trajektorii okresowych w dowolnym wypuklym bilardzie,
to mamy nastepujace twierdzenie G. D. Birkhoffa.

Dla dowolnych naturalnych liczb wzglednie pierwszych p i q, takich Ze p < q,
istniejg co najmniej dwie trajektorie bilardu o okresie q obiegajgce brzeg p razy.

Dowdd opiera sie¢ na obserwacji, ze powyzsze trajektorie realizuja odpowiednio
maksimum i minimum obwodu ¢-boku wpisanego w €2 o zadanej liczbie
obrotu %. Gdy % = %, to maksymalna orbita odpowiada $rednicy 2,

a minimalna — szerokoéci (2.

Innym intrygujacym problemem jest pytanie o miare Lebesgue’a zbioru
trajektorii okresowych. Przypuszcza sie, ze nie istnieje sytuacja, gdy trajektorie
okresowe o ustalonym okresie ¢ lokalnie tworza dwuparametrowa rodzine
(zapelniaja otwarty podzbior X ). Tak nie jest, gdy brzeg wypuklego bilardu
jest krzywa analityczna; mozna to objasnié¢ efektem rykoszetu (im blizej brzegu
lezy trajektoria, tym czesciej sie odbija). Gdy okres ¢ = 2, to latwo zobaczy¢, ze
takie trajektorie moga tworzy¢ rodzine co najwyzej l-parametrowa (gdy 2 ma
stalg szeroko$¢). M. Rychlik udowodnil, ze trajektorie okresowe o okresie ¢ = 3
tworzg zbiér miary zero; wykorzystywal przy tym pewne dosy¢ skomplikowane
tozsamosci trygonometryczne. Dla g > 4 problem jest otwarty.

Wazna klase stanowia tzw. bilardy rozpraszajace,
ktorych brzeg sklada sie¢ z wklestych kawatkow.

Ich badanie zapoczatkowat J. G. Sinaj. Motywacje
stanowila hipoteza ergodyczna gazu sztywnych kul
w prostopadlosciennym pudetku, a dwuwymiarowe
wklesle bilardy stanowia pierwsze (chociaz nadal
odlegle) przyblizenie uktadu fizycznego.

Okazalo sie, ze bilardy rozpraszajace daja piekne
przyktady chaotycznych uktadéw dynamicznych.
Charakteryzuja sie one tzw. strukturg hiperbolicznag;
oznacza to, ze w pewnych kierunkach w przestrzeni
fazowej trajektorie rozchodzg sie wykladniczo szybko
po dlugim czasie, a w innych kierunkach trajektorie
zblizaja sie do siebie wykladniczo szybko. Ponadto
trajektorie okresowe sa geste w przestrzeni fazowej

i odpowiednia liczba f(N) zachowuje si¢ jak eV
przy N — oo, gdzie h jest entropia uktadu, oraz
bilardy te sa ergodyczne.

Wtasno$¢ hiperbolicznosci nie jest wytaczna dla
bilardéw rozpraszajacych. L. Bunimowicz wykazal, ze
bilard typu stadion (rysunek ponizej) jest hiperboliczny.

M. Wojtkowski objasnit to zjawisko, postugujac

sie¢ prawami optyki geometrycznej. Otéz kierunki
wykladniczego rozchodzenia sig¢ trajektorii odpowiadaja
specjalnym pekom rozchodzacych sie trajektorii
(promieni). Po odbiciu taki pek moze sie jeszcze bardziej
rozproszy¢ (na wklestym kawalku brzegu) lub moze sie
skurczy¢. Chodzi o to, aby kontrolowaé¢ skupianie si¢
pekdéw przy odbiciach. Dlatego tez stadion nie moze byé
zbyt dlugi.

m Z.adania

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

M 1051. Danych jest n liczb (n > 3) z przedziatu (0, 1], takich ze przy

F 613. Oszacowac odlegtos¢ miedzy dwoma sasiednimi
punktami swiatloczulymi znajdujacymi sie w ludzkim

oku.
Rozwiazanie na str. 3

dowolnym podziale tych liczb na dwie grupy suma liczb w przynajmniej jednej
grupie jest nie wigksza niz 1. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe M,,, taka ze suma
wszystkich n liczb jest nie wigksza niz M,,.

Rozwiazanie na str. 16

M 1052. Niech wy, (t) = 5=[(t + V2 — 4)" + (t — Vt? — 4)"]. Wykazac, ze
Wy (Wi (1)) = Wiy (Wi (¢)) dla kazdego ¢.
Rozwiazanie na str. 16

M 1053. Wykazaé, ze w,(p) (patrz poprzednie zadanie) jest liczba calkowita
podzielna przez p dla dowolnej liczby pierwszej p.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 614. Celofanowy balonik dziecigcy zostal napelniony
goracym powietrzem. Przy jakiej temperaturze tego
powietrza balonik bedzie si¢ unosit?

Rozwiazanie na str. 14



