Otoczenie figury Lev Kourliandtchik

W ponizszym artykule opowiem o stosowaniu pojecia otoczenia figury
w rozwiazywaniu zadan. Rozpatrzmy najpierw dwa przyktady geometryczne.

Zadanie 1. Do prostokata o wymiarach 20 x 25 wrzucono 120 kwadratéw
jednostkowych. Udowodnié¢, ze w prostokacie tym mozna umiesci¢ koto
0 promieniu %, ktore nie ma punktéw wspélnych z zadnym kwadratem.

Rozwigzanie. Wyjasnijmy najpierw, gdzie moze znajdowac sie srodek kota

0 promieniu %, ktoére nie przecina danego kwadratu jednostkowego. Miejscem
geometrycznym punktéw, oddalonych od kwadratu nie wiecej niz o %, jest

1 figura przedstawiona na rysunku 1 (odlegloscia punktu od figury domkniete;
nazywamy odleglosé od najblizszego punktu tej figury). A zatem Srodek

kota o promieniu %, ktére nie przecina kwadratu, znajduje sie poza figura
przedstawiong na rysunku 1, ktéra nazwiemy i-otoczeniem kwadratu. Zbudujmy

2
%-otoczenie dla kazdego z danych 120 kwadratéw jednostkowych.
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Srodek poszukiwanego kota powinien leze¢ poza tymi wszystkimi otoczeniami.
Oprécz tego, aby koto znajdowalo sie wewnatrz prostokata, jego srodek musi
naleze¢ do mniejszego prostokata o wymiarach 19 x 24, ktéry powstanie po
przesunieciu kazdego boku prostokata wyjsciowego o % do wewnatrz.

Rys. 1

Zadanie bedzie rozwiazane, jezeli uda sie wykazac, ze 120 zbudowanych otoczen
nie pokrywa catkowicie mniejszego prostokata.

Oszacujmy pole, ktére zajmuja te otoczenia. Kazde otoczenie sklada sie
z kwadratu o boku 1, czterech prostokatéw o wymiarach 1 x % i czterech
¢wiartek kota o promieniu % Zatem pole jednego otoczenia wynosi
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7 drugiej strony pole prostokata o wymiarach 19 x 24 wynosi 456. Pozostaje
zauwazy¢, ze 360 4+ 30w < 456, poniewaz m < 3,2.

Zadanie 2. Plaska figura o polu 1 pokryta jest skoniczona liczba két.
Udowodni¢, ze z tych két mozna wybraé jedno koto lub pewna liczbe kot parami
1

roztacznych, takich ze pole, ktére one zajmuja, wynosi nie mniej niz 3.

Rozwigzanie. Wérdéd danych két wybierzmy najwieksze kolo i oznaczmy jego

promien przez R;. Jezeli pole tego kola jest nie mniejsze od %, to zadanie jest

juz rozwiazane. Przypusémy wiec, ze mR? < %. Poniewaz promienie pozostatych

\‘ kot sa nie wigksze od Ry, wiec srodki két przecinajacych sie z kolem wybranym

% leza w Rj-otoczeniu tego kota. Natomiast same te kota leza w 2R;-otoczeniu

wybranego kola (rys. 2). Poniewaz pole tego 2R;-otoczenia, wynoszace

97 R, 2, jest mniejsze od 1, to znajda sie kola, ktére nie przecinaja sie z kolem

wybranym. Niech Ry bedzie promieniem najwickszego kota wsréd takich két.
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to zadanie jest rozwiazane. Jezeli zas
1
7TR12 + 7TR22 < 9’ to 97TR12 + 97TR22 < 1.

A wigc znajdzie sie kolo, ktérego srodek lezy poza Rj-otoczeniem kota
pierwszego i poza Rs-otoczeniem kola drugiego, i ktore z tego wzgledu nie
przecina si¢ z tymi kolami. Oznaczmy przez Rs promien najwickszego kota
wsréd kol nieprzecinajacych sie z zadnym z dwéch két wybranych. Jesli
2 2 2 1
TR1"+mRy™ +mR3” > §,
to zadanie jest rozwiazane. W przeciwnym przypadku powyzsze rozumowanie
powtarzamy. W ten sposob za kazdym razem albo znajdujemy pewna liczbe kot
parami roztacznych, dla ktérych suma pdl jest niemniejsza od é, albo jeszcze
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Rys. 3
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Rys. 4

Rys. 5

jedno koto nieprzecinajace si¢ z zadnym z kot znalezionych. Poniewaz kol jest
skonczona liczba, wiec w konicu uzyskamy zadany zbior kot.

W obu rozpatrzonych przyktadach pojecie otoczenia figury okazalo si¢ bardzo
wygodne. Zauwazmy, ze mozemy je zdefiniowaé takze nastepujaco.

Definicja. Dla dowolnego punktu figury F' umies¢my koto o érodku w tym
punkcie i promieniu €. Zbiér punktéw wszystkich tych kot nazywa sie
e-otoczeniem figury plaskiej F.

Pojecie e-otoczenia mozna wprowadzi¢ takze dla cial przestrzennych. W tym
przypadku zamiast kél trzeba rozpatrzyé kule o promieniu € i $rodkach
w punktach ciala.

Wyjasnijmy teraz, jak wyglada e-otoczenie wielokata wypuklego. Latwo jest
zrozumieé, ze sklada sie ono z tego wielokata, prostokatéw o wysokosci €
zbudowanych na jego bokach jak na podstawach i znajdujacych si¢ poza
wielokatem, oraz wycinkéw kotowych o promieniu € i Srodkach w wierzchotkach
tego wielokata (rys. 3). Srodkowy kat wycinka przy kazdym wierzchotku
wielokata uzupelnia do 180° wewnetrzny kat wielokata znajdujacy sie przy tym
wierzchotku, wiec suma wszystkich katéw $rodkowych wynosi

180°n — 180°(n — 2) = 360°,
gdzie n jest liczba bokéw wielokata, a 180°(n — 2) jest suma jego katéw
wewnetrznych. Oznacza to, ze rozmieszczajac obok siebie bez nalozenia
te wycinki ze érodkiem w tym samym punkcie, otrzymamy kolo o promieniu e.
Latwo obliczy¢ pole e-otoczenia wielokata wypuklego. Mianowicie, wynosi ono

S + Pe + 7e?,

gdzie S oznacza pole wielokata, P za$ jego obwdd.

Rozpatrzmy jeszcze jedno zadanie, ktore jest tatwe do rozwiazania, jesli
korzystamy z pojecia otoczenia figury.

Zadanie 3. Punkty A, B, C, D sa rozmieszczone w przestrzeni w taki sposob,
ze dtugosci odcinkéw AC' i BD nie przekraczaja 1. Udowodnié, ze dla kazdego
punktu M odcinka AB mozna znalezé taki punkt N odcinka C'D, ze dlugosé
odcinka M N nie przekracza 1.

Rozwigzanie. Stwierdzenie, ktorego trzeba dowiesé¢, mozna sformulowaé

w nastepujacy sposéb: kazdy punkt odcinka AB znajduje si¢ w odleglosci

nie wigkszej niz 1 od odcinka C'D, a wiec nalezy do 1-otoczenia odcinka C'D.
Otoczenie to sklada si¢ z walca kotowego o promieniu 1, ktérego osia jest
odcinek C'D, oraz dwoch potkul, znajdujacych sie poza walcem, o promieniach 1
i srodkach w punktach C'i D, ktérych podstawami sa podstawy walca

(rys. 4). Z warunkéw zadania wynika, ze punkty A i B naleza do 1-otoczenia
odcinka C'D. A poniewaz otoczenie to jest wypuktle, wigc zawiera caly odcinek
AB, co konczy dowdd.

Zadanie 4. Udowodnié, ze do wielokata wypuklego o polu S i obwodzie P
mozna wtozy¢ koto o promieniu %.

Rozwiazanie. Zbudujmy na kazdym boku danego wielokata prostokat, ktéry

bedzie sie znajdowal wewnatrz wielokata i ktérego drugi bok bedzie dtugosci %

(rys. 5).

Jest jasne, ze suma pél tych prostokatow wynosi S. A poniewaz prostokaty te
przecinaja sie, wiec nie pokrywaja one wielokata w calosci. Zatem za zadany
okrag wystarczy wziaé¢ okrag o promieniu % i srodku w punkcie wielokata, ktory
nie zostal pokryty zbudowanymi prostokatami.

Na koniec proponuje zadanie do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 5. Na plaszczyZnie rozmieszczono trojkaty réwnoboczne pokrywajace
wspdlnie obszar o polu rownym 1. Udowodnié, ze sposérdd tych tréjkatéw mozna
wybra¢ pewna liczbe parami roztacznych trojkatow, ktérych suma pél jest nie
mniejsza od %.
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