Kilka sté6w o zbiorach i funkcjach Konrad PIORO
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Oczywiscie nie mozemy wziaé zwyklego
dodawania, bo wtedy suma 1 4 1 nie
bytaby okreslona. ,Nowe” dodawanie
oznaczamy w klasyczny sposéb, bo innego
w tym artykule nie bedziemy uzywac.

Zbiér {0,1} z tymi dwoma dzialaniami
oznacza si¢ na ogot przez Zo.

Oczywiscie w przypadku Zo mamy 0 = 0.

Oczywiscie w przypadku Zo mamy 1 = 1.

Zacznijmy od nastepujacego klasycznego zadania: Niech X bedzie zbiorem
majacym dokladnie n elementow. Ile jest réznych podzbioréw zbioru X7

Dla ustalenia uwagi mozemy oczywiscie zalozyé, ze X = {1,...,n}.

Wtedy tworzac podzbidr zbioru X mozemy wzia¢ lub nie braé¢ 1, nastepnie
wzia¢ lub nie 2, itd.. Za kazdym razem mamy dwie mozliwosci, zatem wszystkich
podzbioréw zbioru X jest 2-2-...-2=2".

Przyjrzyjmy sie temu rozwiazaniu. Ot6z kazdemu podzbiorowi A C X
przyporzadkowaliSmy n-elementowy ciag ztozony z 0 i 1, taki ze na i-tym
miejscu wystepuje 0, jesli ¢ nie nalezy do A, i 1 w przeciwnym przypadku.
Milczaco zalozyliémy (co nie jest specjalnie skomplikowane do pokazania), ze
dwa rézne podzbiory wyznaczaja dwa rozne ciagi i ze kazdy ciag wyznacza jakis
podzbiér. Nastepnie policzylisSmy, ile jest takich ciagow.

Zauwazmy teraz, ze powyzsza konstrukcje mozna uogoélni¢ na dowolny
(takze nieskonczony) zbiér X i jego podzbiory. Dokladniej, dla dowolnego
podzbioru A C X funkcje x4, taka ze
1 jesliz € A,
xa(x) = {0 jesli z ¢ A,
nazywamy funkcja charakterystyczna A.

Przyporzadkowujac kazdemu podzbiorowi zbioru X jego funkcje
charakterystyczna otrzymamy utozsamienie zbioru P(X) wszystkich podzbioréw
zbioru X ze zbiorem {0, 1}% wszystkich funkcji okreélonych na X o wartoéciach
01 1. Méwiac bardziej precyzyjnie, funkcja A — x4 jest bijekcja ze zbioru
P(X) na {0,1}X. Jedli wezmiemy dwa rézne podzbiory A, B C X, to istnieje
element g taki, ze zg € Aixo ¢ B (lub odwrotnie). Wtedy xa(zo) =1

i xp(xo) =0 (lub odwrotnie). Zatem nasza funkcja jest réznowartosciowa, tzn.
dla dowolnych zbioréw A, B

() A= B <= xa= X5

Jesli natomiast wezmiemy funkcje f: X — {0,1} i zbior A = {z: f(z) = 1},
to tatwo si¢ przekonaé, ze x4 = f. Zatem nasza funkcja A —— y 4 jest
réwniez ,na’”.

Na dwuelementowym zbiorze {0, 1} mozemy rozwazaé zwykte dziatanie
mnozenia oraz nastepujace dzialanie dodawania:

01 +lo]1
0[0 001
1jof1, 110

FLatwo zauwazy¢, ze + jest dodawaniem modulo 2, tzn. wynikiem dziatania
a + b jest reszta z dzielenia przez 2 zwyklej sumy. Latwo réwniez pokazaé, ze te
dzialania spelniaja nastepujace warunki (gdzie pod a, b, ¢ podstawiamy 0 lub 1):

(1) a4+ b =b+ a (przemienno$é¢ dodawania),

(2) a4+ (b+¢) = (a +b) + ¢ (lacznoéé dodawania),

(3) istnieje element 0 taki, ze a + 0 = a (element neutralny dodawania),
(4)

4) dla dowolnego a istnieje element b taki, ze a + b = 0; taki b oznaczamy przez
—a (element przeciwny do a),

(5) a-b="-a (przemiennos¢ mnozenia),

(6) a-(b-c)=(a-b)-c (facznosé mnozenia),

(M) a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c) (rozdzielnos¢ dodawania wzgledem mnozenia),

(8) istnieje element 1 taki, ze a -1 =1 (element neutralny mnozenia).

Kazdy zbiér z dwoma dzialaniami, ktére spetiaja (1)—(8) (dla dowolnych
elementéw tego zbioru) nazywamy pierscieniem przemiennym z jedynkaq.
Oczywiscie liczby calkowite Z (jak réwniez wymierne, rzeczywiste i zespolone)
z naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia réwniez spelniaja te warunki.
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Pierécienie spelniajace (9) nazywamy
pierécieniami Boole’a.

W ten sposéb zanurzyliSmy Zo
w pierscient {0,1}%.

xa(@) - xp(z) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy
xa@ =1 i xp(x) =1

dla kazdego = € X.

Z kolei dla z € X
xa(z) +xp(z) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy
xa(x)=1 1 xp(x)=0

lub
xs(z) =1,
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy

z € (A\B)U (B\A) = A+ B.

xa(z) =0 i

Aby w pelni docenié przedstawiony
spos6b dowodu powyzszych dwéch

réwnosci, nalezy teraz przypomnieé sobie
(dlugi) dowéd wykorzystujacy definicje
réznicy symetrycznej oraz dobrze znane
fakty o sumie, iloczynie i roznicy zbioréw.

Latwo zauwazy¢, ze Z o spelnia dodatkowo
(9)at+a=0ia-a =a.

Przyklad Zs pokazuje, ze istnieja réwniez piericienie inne niz liczby catkowite.
Ale to nie wszystko. Majac dziatania na {0, 1} mozemy zdefiniowaé¢ analogiczne
dzialania na zbiorze {0, 1} o podobnych wlasnosciach. Doktadniej, niech
f:X—1{0,1}ig: X — {0,1} beda funkcjami. Wtedy sume f + ¢ i iloczyn
f - g definiujemy tak:

(f+9)(x) = flz) +g(x) 1 (f-g)(x) = f(z)- g(x) dlakazdego z € X.
Poniewaz wykonujemy operacje dodawania i mnozenia na wartosciach
funkcji, wiec jest jasne, ze tak zdefiniowane operacje takze spelniaja warunki
(1)—(8) i (9). Oczywiscie elementem neutralnym dodawania jest funkcja stale
rowna zero, a elementem neutralnym mnozenia funkcja stale rowna jeden.

W szczegblnosci mamy kolejny przyktad pierscienia przemiennego z jedynka,
a dokladniej cala rodzine pierécieni (dla réznych zbioréw X mamy rézne
pierscienie).

Na marginesie zauwazmy, ze z definicji dodawania i mnozenia w {0, 1} latwo
wynika, ze kazda réwnos$é prawdziwa w Zs jest prawdziwa w {0, 1}%. Co wiecej,
jesli X # (), to kazda réwnoéé prawdziwa w {0, 1}X jest rowniez prawdziwa w Zo.
W tym celu wystarczy wziaé¢ funkcje bedace elementami neutralnymi dodawania
i mnozenia. Te dwie funkcje, ich dodawanie i mnozenie, zachowuja sie tak samo
jak zero i jedynka w Zo.

A czy te teoretyczne rozwazania mozna wykorzystaé¢ w praktyce (np.

do rozwiazywania zadan)? Poniewaz zbidér A mozemy utozsamia¢ z jego funkcja
charakterystyczna x 4, zastanéwmy sie najpierw jak mnozenie i dodawanie
takich funkcji mozna przethumaczyé¢ na zbiory. Oczywiscie iloczyn dwéch funkcji
charakterystycznych odpowiada funkcji charakterystycznej iloczynu zbioréw:

(R.1) XAnB = XA - xB dla dowolnych A, B C X.

Natomiast suma dwdch funkeji charakterystycznych odpowiada funkcji
charakterystycznej réznicy symetrycznej:

(R.2) XA-B = XA+ xp dla dowolnych A, B C X.
Zauwazmy teraz, ze z tych dwéch réwnosci i (x) otrzymujemy
A+(B+C)=(A+B)=+C,

) z war%nku 2 (

XA+(B+C) = XA+ XBxc = XA+ (XB + XC XA+ XxB)+Xxc =

= XA+C T XC = X(A+B)+C -
W podobny sposéb (korzystajac z (7)) pokazujemy
ANB+=C)=((ANnDB)+(ANC)).
Oczywiscie w ten sam sposob kazde wyrazenie skladajace sie z iloczynéw
zbioréw i réznic symetrycznych moze byé przettumaczone na wyrazenie
skladajace si¢ z iloczynow i sum funkcji charakterystycznych. W szczegdlnosci
otrzymujemy, ze rodzina P (X) wszystkich podzbioréw zbioru X wraz
7z réznica symetryczng i iloczynem zbioréw spelnia warunki (1)—(8) (tzn. jest
pierscieniem przemiennym z jedynka) oraz dodatkowo warunek (9). Oczywiscie
elementem neutralnym dodawania (tzn. réznicy symetrycznej) jest zbiér
pusty ), a elementem neutralnym mnozenia jest caly zbiér X. Stad wynika, ze
rachunki na P(X) przy uzyciu réznicy symetrycznej + i iloczynu zbioréw N
uktadaja sie doktadnie tak samo jak w zwyklej arytmetyce liczb catkowitych
(warunki (1)—(8)) z tym, ze mozna pominaé¢ wszystkie potegi (druga réwnosé
z warunku (9)), a wspdlezynniki redukowaé modulo 2 (pierwsza réwnosé z (9)),
. Ao A — { A jesli n jest nieparzyste
NI (0 jedli n jest parzyste.

Poniewaz suma zbioréw U i réznica zbioréw \ daja sie wyrazi¢ za pomoca =+ i N :
AUB=A+B+(ANnB) i AB=A+(ANDB),

to cala algebra zbioréw daje sie ujaé¢ jako arytmetyka pierécienia P(X) z = i N.
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