Hipoteza Poincarégo? Pawel STRZELECKI

11 listopada 2002 roku Grigorij Jakowlewicz Perelman, geometra pracujacy

w Petersburskim Oddziale Instytutu Matematycznego im. Stiektowa przy
Fontance 27, udostepnil w Internecie 40-stronicowa prace pod tytutem
Formuta entropii dla potoku Ricciego i jej zastosowania geometryczne.
Czwarta strone suchego i najezonego fachowymi terminami wprowadzenia
konczy zdanie: Wreszcie, w rozdziale 13, podajemy krotki szkic dowodu hipotezy

geometryzacyjne;.

Wspomniana hipoteza pochodzi od Williama Thurstona
i dotyczy budowy tréjwymiarowych rozmaitosci.

Jest tak ogodlna i potezna, ze stynna hipoteza Poincarégo

— jeden z siedmiu probleméw za milion dolaréw z listy
Instytutu Claya, patrz Aktualnosci, Delta 8/2000 —
wyplywa z niej jako prosty wniosek.

10 marca 2003 roku Perelman udostepnit druga

prace, Potok Ricciego z chirurgig na rozmaitosciach
trojwymiarowych. Szkic dowodu z pierwszego preprintu
zostal w niej opisany znacznie dokladniej.

W kwietniu 2003 roku Perelman wyglaszal serie
wyktadéw na kilku znanych uniwersytetach
amerykanskich, a w kilku miejscach swiata ekipy
ekspertéw zaczely podczas wielotygodniowych
seminariow brnac¢ przez jego prace, napisane z bolesng
zwiezloscia. Pojawily sie niezalezne dowody niektorych
twierdzen z obu prac Perelmana, a on sam napisal

w lipcu 2003 trzeci preprint, podajac uproszczong
wersje swego dowodu tego przypadku hipotezy
geometryzacyjnej Thurstona, ktory wystarcza

do wnioskowania o prawdziwosci hipotezy Poincarégo.
W chwili, gdy pisze te stowa, ostatecznej i zgodnej
opinii fachowcéw jeszcze nie ma, ale wiele oséb wyraza
nie bez powodu ostrozny optymizm. Cala sprawa
wyglada na tyle powaznie, ze wypada o niej opowiedzie¢
Czytelnikom Delty.

1. Od ponad stu lat znamy liste wszystkich zwartych,
orientowalnych rozmaito$ci dwuwymiarowych, tzn.
takich powierzchni, ktére maja dwie strony, a za to
nie maja ani brzegu, ani zadnych naklué czy rozcieé,
ani powyciaganych nieskonczenie daleko odndg. Jest to
lista ponumerowana wszystkimi liczbami naturalnymi;
na jej pierwszym miejscu figuruje sfera S2, na drugim
— torus T2, na trzecim — precel, ktéry uzyskujemy
wyciawszy w torusie dwa otwory i dokleiwszy w to
miejsce rurke itd. Otrzymujemy w ten sposéb,

jak méwi matematyk, klasyfikacje z dokladnoscig

do homeomorfizmu: dwie powierzchnie uznajemy za
identyczne, jesli istnieje ciagle i réznowartosciowe
przeksztalcenie jednej z nich na druga. Oznacza to,

ze powierzchnie symetrycznego torusa obrotowego
utozsamiamy z powierzchnia kubka z jednym uchem.
(Wigcej na temat dwuwymiarowych powierzchni — patrz
artykul J. Gérnickiego Kilka siow o powierzchniach,
Delta 6/1995.)

Zwréémy uwage, ze wérod tych powierzchni jedynie
sfera ma te wlasnos¢, ze kazda polozona na niej krzywa
zamknieta mozna w sposob ciagly, bez rozrywania,
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zdeformowaé do punktu. Na torusie i na wszelkich
preclach jest masa krzywych, ktérych do punktu bez
rozrywania zdeformowaé si¢ nie da.
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Rys. 1. Sfera, torus i precel. Kolorowych krzywych na torusie i preclu
nie mozna w sposéb ciggly zdeformowaé¢ do punktu.

2. Rozmaitoéci tréjwymiarowe to mozliwe formy naszej
przestrzeni; wiecej informacji — patrz artykul Zbigniewa
Marciniaka pod takim wtasnie tytulem w Delcie 5/1997.
Przyklady zwartych rozmaitosci tréjwymiarowych to

(a) sfera S3, czyli zbiér tych punktéw (x,y, 2, w)
przestrzeni czterowymiarowej, ktorych wspolrzedne
speliajg warunek 22 + y% + 22 + w? =1,

(b) torus T3, czyli rozmaitosé, ktéra uzyskuje sie,
sklejajac pary przeciwleglych $cian sze$cianu,

(¢) produkt kartezjanski okregu i precla z rysunku 1.

Osobom, ktoére stwierdza, ze nie ma po co mysle¢

o jakich$ tam rozmaitosciach, bo przeciez przestrzen
wokoé!l nas jest euklidesowa i kazdy to widzi, pragne
przypomnieé, ze przez setki lat prawie wszyscy
L,widzieli”, ze Ziemia jest plaska.

3. W 1904 roku Poincaré wyrazil przypuszczenie,

ze sfere S spoéréd innych tréjwymiarowych
rozmaitosci zwartych wyrdznia ta sama wtasnosé, ktéra
charakteryzuje o jeden wymiar nizej jej kolezanke S2.
Mianowicie,

jesli na tréjwymiarowe] zwartej rozmaitosci M3
(bez brzegu) kazdq krzywq zamknietq mozna

w sposéb ciggly zdeformowac do punktu, to M?> jest
homeomorficzna ze sferg S3.

To wlasnie jest hipoteza Poincarégo. Co ciekawe, jej
uogdlnienia na rozmaitoéci wymiaru n > 4 zostaly juz
udowodnione.

4. W koncu lat 70. XX wieku Thurston wysunatl
dalekosiezng hipoteze, gloszaca, ze kazda rozmaitosé
tréjwymiarows mozna rozciaé¢ — prowadzac
(dwuwymiarowe) ciecia wzdtuz sfer S? lub toruséw T?
— na skonczona liczbe czedci, z ktorych kazda mozna



wyposazy¢ w jedng z modelowych geometrii. Oznacza
to, méwiac metnie, ze na kazdej czesci mozna tak
okresli¢ sposéb pomiaru odleglosci, by inteligentne
zielone ludziki wyposazone wylacznie w tasme
miernicza nie potrafily w obrebie danej czesci odrézniac
rozmaitych miejsc przestrzeni, gdyz wszystko wszedzie
wyglada identycznie i jesli nawet pojawiaja sie jakies
zakrzywienia czy skrecenia przestrzeni, to ich struktura
jest w kazdym punkcie taka sama. W wymiarze 2
dobre przyklady takiej sytuacji to zwykta pltaszczyzna,
sfera S? i plaszczyzna F.obaczewskiego. Thurston
wykazal, ze w wymiarze 3 takich eleganckich
modelowych geometrii jest doktadnie osiem.

5. Mniej wiecej 20 lat temu Hamilton nakreslil Smiaty
program prac nad hipotezg geometryzacyjna Thurstona.
Oto zarys pomystu: nalezy wziaé¢ rozmaitosé, wyposazy¢
w jakakolwiek metryke, a nastepnie pusci¢ w ruch,

w taki sposéb, aby predkoéci roznych punktéw zalezaly
(w jaki$ sposéb) od krzywizny w danym miejscu.

Po co? Otéz po to, zeby najlepiej cala rozmaitoécé, albo
przynajmniej jej pokazne fragmenty, nabraly zgrabnego,
symetrycznego ksztaltu.

O prostym przykltadzie podobnego ruchu krzywych

i powierzchni — tzw. ewolucji krzywiznowej

i Sredniokrzywiznowej — mozna poczyta¢ w Delcie
4/2003. Odsylam tam po nieco wiecej szczegdlow;
wspomne tu jedynie, ze jesli predkos¢ zamknietej
krzywej ptaskiej jest réwna krzywiznie i skierowana
wzdluz wektora normalnego, to wszelkie faldki,
wklestosci 1 zawijasy owej krzywej ulegaja stopniowemu
wygtadzeniu i koniec koncéw krzywa przypomina
idealny okrag. Zupelnie nie ma znaczenia, jak wygladata
na poczatku. W przypadku powierzchni jest gorzej —
moga pojawiac sie rozmaite osobliwosci, gdyz cieniutkie
rureczki kurcza si¢ znacznie szybciej niz pekate bable.

W wymiarze 3 nalezy, po pierwsze — odpowiednio
zdefiniowaé sam ,ruch” rozmaitosci, po drugie —
wykazaé istnienie rozwiazan, po trzecie — przewidzie¢
charakter osobliwosci i jak najdokladniej je opisad,

po czwarte — nauczy¢ sie zapobiegaé¢ wystepowaniu
osobliwoéci poprzez sprytne rozcinanie rozmaitosci

na odpowiednie czesci w odpowiednich miejscach

(patrz rys. 2). Po piate — trzeba to robié¢ tak, zeby
zachowaé kontrole nad ksztaltem i topologia odcinanych
fragmentow.

Dorel

Rys. 2. Waska rurka kurczy si¢ szybciej niz pozostale czesci
rozmaitosci. Aby zapobiec katastrofie, nalezy dokonaé zapobiegawczej
chirurgii: zawczasu wyciaé¢ kolorowa czes$é rurki, a dwa otwory zalepic
malymi czapeczkami. Rozdzielone czg¢éci ewoluuja dalej osobno.
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Latwo powiedzieé, trudniej zrobi¢. Hamilton
zaproponowal, zeby deformowaé¢ metryke z predkoscia
réwna minus podwojonej krzywiznie Ricciego, tzn.

na danej rozmaitosci M budowaé taka rodzine zaleznych
od czasu t metryk riemannowskich g;;(¢), by

£9i(t) = —2Ry;(t),
gdzie R;;(t) jest tensorem Ricciego okreslonym przez
metryke w chwili £. Rodzina g¢;;(t) to wlasnie potok
Ricciego.

Czytelnik, ktory nie wie, co to jest metryka
riemannowska i krzywizna Ricciego, nie powinien sie
przejmowac, tylko przywolaé przed oczy wyimaginowany
obraz powyginanej przestrzennej siateczki do

pomiaru odleglosci, pdl i objetosci, czego$ w rodzaju
tréjwymiarowego i powykrzywianego odpowiednika
papieru milimetrowego (a jeszcze lepiej przezroczystej
folii milimetrowej). Nalezy sobie wyobrazié, ze owa
siateczka ozywa i zaczyna sie poruszaé, ptynnie
zmieniajac ksztalty. Predkosci sa w réznych miejscach
rozne. Co sie dzieje z odlegloéciami? Aby odpowiedzieé
na to pytanie, nalezy ustali¢ w przestrzeni punkt

i kierunek, a nastepnie przeanalizowaé¢ krzywizne
wszystkich niewielkich dwuwymiarowych ,ptatkéw”
przestrzeni, ktére sa w tym punkcie styczne do owego
kierunku (w zwyklej przestrzeni euklidesowej bylby to
pek plaszezyzn). Jedli wérdd owych platkéw przewazaja
takie, ktore wygladaja jak fragmenty powierzchni
sfery czy elipsoidy, to odleglo$¢ w danym kierunku sie
zmniejsza, gdy czas ro$nie. Jedli wiecej jest platkoéw

w ksztalcie siodetl, to odleglo$¢ w danym kierunku
rosnie wraz z upltywem czasu.

Lokalnie, w tak zwanych normalnych uktadach
wspotrzednych, wyglada to niemal tak, jakby

wszystkie wspélrzedne metryki spelnialy, przy
odpowiednim wyborze jednostek czasu, zwykle réwnanie
przewodnictwa cieplnego (patrz Delta 12/1998).
Niemal, gdyz obecne jest nieliniowe zaburzenie,

co sprawia, ze z owego lokalnego obrazka nie mozna
pochopnie wyciaga¢ globalnych i dalekosieznych
wnioskow. Wiadomo jednak, ze rownanie przewodnictwa
cieplnego wygladza wszelkie poczatkowe nieregularnosci
temperatury (jak sie wlozy duza i mocna grzatke

do wiadra, to w konicu cala woda sie zagotuje).

Stad nadzieja, ze potok Ricciego pomaga nadawaé
wszelkim rozmaitosciom porzadna, regularna strukture
geometryczng.

Hamilton wykazal istnienie rozwiazan potoku

Ricciego na malych przedziatach czasu. W wielu
pracach powstalych w latach 1982-1997 opisal liczne
wlasnosci tego potoku i jego zachowanie w rozmaitych
szczegolnych przypadkach. Nie udalo mu si¢ jednak
opracowa¢ odpowiedniego systemu kontroli osobliwosci
ani wykluczy¢ pojawiania sie osobliwosci szczegdlnie
niepozadanych, ktére w zargonie nazywa si¢ cygarami,
z tego wzgledu, ze fragment rozmaitosci zaczyna wtedy
wyglada¢ mniej wiecej tak, jak produkt kartezjanski
okregu i powierzchni szalenie diugiego i cienkiego
czubka cygara. A bez takiego systemu kontroli



nie ma co marzy¢ o zapobiegawczych chirurgiach
i o przedtuzaniu potoku Ricciego poza osobliwosci.

6. C6z wiec zrobil Perelman? Po pierwsze, korzystajac

z prac Hamiltona o tacznej objetosci ponad 400 stron,
skonstruowal narzedzia, dzigki ktorym mozna dostrzegac
i w pelni kontrolowa¢ nadchodzace osobliwoéci. Jest to
skrajnie trudne dlatego, ze osobliwo$ci moga narastaé

w réznym tempie, w réznych miejscach i w réznych
skalach. Po drugie, opracowal taka metode wyboru
chwil, w ktérych dokonuje sie zapobiegawczych chirurgii,
ze po skonczonej liczbie cie¢ wzdluz sfer i oddzieleniu od
wyjsciowej rozmaitosci kawalkow o $cisle kontrolowanych
ksztaltach zostaje jeszcze ,,co§”, w czym mozna
wyr6znié czesci ,grube” i czesci ,cienkie”, posklejane
wzdluz toruséw T?. To ,,co$” moze byé¢ wprawdzie
bardzo zawile, ale jego strukture eksperci od geometrii
tréjwymiarowych rozmaitosci rozumieja na tyle dobrze,
zeby dokladnie opisa¢ wyglad czeéci grubych i cienkich
dla duzych czaséw t. I to (podobno) juz wystarczy. . .

Prace Perelmana sa niezwykle bogate. Procz ogromu
wyobrazni geometrycznej sa w nich oczywiscie réwnania
rézniczkowe opisujace, jak z uplywem czasu zmienia

sie metryka, krzywizna, objetosci kul itp., jest masa
nieréwnosci calkowych, sa analogie i intuicje czerpane

z fizyki statystycznej, jest wreszcie pomystowy
funkcjonal entropii, ktéry pozwala wykluczy¢ pojawianie
sie niepozadanych cygar. Wszyscy sa zgodni, ze nawet
jesli gdzies znajdzie si¢ jeszcze jakas luka, ktora
spowoduje, ze hipoteza Thurstona i hipoteza Poincarégo
pozostana hipotezami, to i tak to, co juz zostalo
sprawdzone, jest wielkim osiagnieciem.

7. Uprawianie matematyki czesto poréwnuje sie

do chodzenia po wysokich gérach. Nie jest to catkowicie
pozbawione sensu, gdyz jedna z mozliwych odpowiedzi
na pytanie, dlaczego wtasciwie zajmowac sie hipoteza
Poincarégo, jest odpowiedZ moralnego zdobywcy
Everestu, Mallory’ego: w gory chodzi sie dlatego,

ze sq.

Nie wiem, czy Perelman chodzi po goérach.
Przypomniala mi si¢ jednak z tej okazji

Piosenka o gorach Wlodzimierza Wysockiego, w ktorej
narrator, wszak réwniez alpinista, miesza pokore wobec
majestatu gor i $niegow tajgcych imiona poleglych

z nutka zawadiackiej dumy z przebytej wlasnie nowej
drogi. Nieudolnie kartkujac wspomniane wyzej preprinty
i liczne do nich uzupetnienia i komentarze, wielekro¢
my$latem, ze Grisza Perelman mialby pelne prawo te
piosenke nucié.

m Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY
F 611. Wahadlo OA sklada sie z cienkiego niewazkiego nieprzewodzacego

preta o dlugosci I, do ktérego konca przymocowana jest kulka o masie m
i fadunku ¢ (rys. 1). Druga kulka o tadunku —¢ jest umieszczona w punkcie C,

zaniedbac.

Rozwiazanie na str. 12

przy czym odcinek OB ma dlugosé [ i jest pionowy, a odcinek BC' ma taka
sama dlugosc¢ i jest poziomy. Znalez¢ sile dzialajaca na punkt zawieszenia
wahadta w momencie przechodzenia kulki przez punkt B. W chwili poczatkowej
predkos¢ pierwszej kulki byta réwna zeru, a pret tworzyl z pionem kat a = 45°.
Przyspieszenie grawitacyjne jest réwne g.

Rozwiazanie na str. 10

F 612. Natadowana kulka o masie m i tadunku q jest zawieszona

na nierozciagliwej nici o dlugosci [ (rys. 2). Na tej samej wysokosci co punkt
zawieszenia, w odleglosci 2! od niego, znajduje sie¢ tadunek —q. Znalezé
minimalng predkosé, ktéra powinna mie¢ w dolnym polozeniu kulka, aby

— poruszajac sie po okregu — mogta dosiegnaé¢ gérnego punktu. Rozmiary kulki

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

AR M 1048. Jaka jest najmniejsza warto$¢ wyrazenia y ., a1 — a;, gdzie
(n41 = a1, n > 2 oraz ciag (ai,. .

., ayn) jest permutacja zbioru {1,2,...,n}?

\ Ile jest ciagdw realizujacych to minimum 7

! Rozwiazanie na str. 5

- ; 2 0 M 1049. Srodek okregu opisanego na pieciokacie A; Ay Az A4As lezy wewnatrz
b ~9  tego pieciokata. Wykazaé, ze suma katéw przy wierzchotkach A; i Az jest
) mniejsza od 270°.
! //' Rozwiazanie na str. 16
/,” M 1050. Czy istnieje figura plaska, ktéra nie ma srodka symetrii ani osi
ST symetrii, taka ze obrét wzgledem pewnego punktu P o pewien kat 0° < o < 360°
q przeprowadza ja na nig sama?
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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