Zagadnienie czterech barw

Francis Guthrie, student z Londynu, wyrazit w 1852 r.
przypuszczenie, ze panstwa na dowolnej mapie —
zarOwno na plaszczyznie, jak i na globusie — mozna za
pomoca czterech barw pokolorowaé tak, zeby kazde
dwa panstwa, majace wspolny odcinek granicy, mialy
r6zne kolory. (Przyklad Luksemburga, Belgii, Francji

i Niemiec pokazuje, ze czworki nie mozna zmniejszy¢. )
Do konica XIX w. problem stal sie bardzo znany,

m.in. za sprawa pomystowych, lecz btednych prob
rozwiazania.

Aby uniknaé subtelnoéci zwiazanych z definiowaniem
panstw, granic itp., problem formuluje sie réwnowaznie
w jezyku teorii graféw. Graf, na nasze potrzeby, to
skonczona liczba kropek (wierzcholkéw) potaczonych
kreskami (krawedziami). Graf planarny to graf
narysowany na plaszczyznie w taki sposéb, ze

zadne dwie krawedzie sie nie przecinaja. Graf jest
czterokolorowalny, jesli jego wierzcholtki mozna
pomalowaé czterema kolorami w taki sposéb, by kazda
krawedz miala konce réznych kolorow.

Zagadnienie czterech barw to pytanie: Czy kazdy graf
planarny jest czterokolorowalny?

Twierdzacej odpowiedzi udzielili w 1976 roku K. Appel
i W. Haken. Ich dowdéd liczyl ponad 130 stron druku

i 400 stron mikrofilméw z tysiacami rysunkéw;

co wiecej, liczne fakty zostaly sprawdzone za pomoca
wieluset godzin pracy komputera. W latach 90. XX w.
N. Robertson, P. Seymour, D. Sanders i R. Thomas
rozpoczeli wszechstronne niezalezne sprawdzanie
dowodu Appela i Hakena — i zniechgceni ogromem

niezbednego wysitku programistycznego postanowili, ze
sprébuja podaé inny, wlasny dowdd. Zamiar sie powiodl;
nowy dowdd, opublikowany w 1997 r., ma 40 stron
elementarnego tekstu; nadal wprawdzie dowody dwoch
lematéw wymagaja uzycia komputera, jest ono jednak
znacznie skromniejsze niz w pracy Appela i Hakena

(i dostarcza szybszego algorytmu kolorowania graféw).

(a) Graf planarny (fragment
mapy Europy; kropki oznaczaja
panstwa, kreski zas — wspdlne
granice).

(b) Graf niesplaszczalny
(nie mozna go narysowaé tak,
zeby byl planarny).

Dowdd Robertsona, Seymoura, Sandersa i Thomasa
zostal niezaleznie sprawdzony (lacznie z napisaniem
od nowa programéw niezbednych w jego komputerowe;j
czedel). Klasycznego dowodu weiaz jednak nie znamy.
Wigcej na podobne tematy w Deltach: 5/1977, 5/1997, 4/1999,

na stronie www.math.gatech.edu/ thomas/FC/fourcolor.html oraz

w ksiazce R. Wilsona Four colors suffice. How the map problem was
solved (wyd. Princeton University Press, 2002).

Pawel STRZELECKI

Falki

Gdy dana jest funkcja f(z) (dla ustalenia uwagi
bedziemy przyjmowacé, ze wszystkie funkcje okreslone
sa na calej prostej rzeczywistej), to czesto chcieliby$my
ja przedstawié¢ jako sume

[ = Z%Fk,
e

gdzie aj, to pewne wspoélczynniki liczbowe, a Fj to
ustalona rodzina ,prostych” funkcji. Chcemy przy tym
(ze wzgledéw praktycznych), aby juz skonczona suma
dobrze przyblizata nasza funkcje f.

W praktycznych zastosowaniach f moze by¢ wykresem
EKG lub drgan sejsmicznych, zapisem dzwieku itp.
Jedli f jest funkcja dwu zmiennych, to moze ona
reprezentowac obraz.

Powstaje kilka istotnych probleméw, np.
1) Jak obliczy¢ wspolezynniki ag?

2) Jak znalezé skonczong sume, ktéra dobrze
przybliza f7

3) I co to znaczy: dobrze przybliza?
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Oczywidcie, rozwiazania powyzszych problemow zaleza
od wybranej rodziny funkcji Fy.

W zasadzie odpowiedZ na pytanie 1 znana jest
od co najmniej 200 lat: uktad Fj, powinien by¢
ortonormalny, co znaczy, ze

/Fk(:n)Fl(x)d:E

rowna sie 0, gdy k #[, i 1, gdy k = [ — to pozwala juz
obliczy¢ ay (aby bylo f =3, arF}, potrzeba jeszcze, by
uktad spelnial pewien warunek, zwany zupelnoscia, ale
to mozna zapewnic).

Otoz falki sa to pewne specjalne funkcje, ktére tatwo
generuja takie uklady ortonormalne, ze mozna poradzié
sobie z problemami 2) i 3).

Funkcje ® nazywamy falkq, jesli uktad funkcji ®; .,
okreslony jako

D (x) = 272020z — k),

gdzie j i k przebiegajg wszystkie liczby calkowite, jest
uktadem ortonormalnym i zupelnym.



