Klasyfikacja skonczonych grup prostych

Wszystkie izometrie plaszczyzny nakladajace ustalona
figure na siebie tworza zbiér przeksztalcen, zamkniety
ze wzgledu na sktadanie i odwracanie. Zbiér ten, zwany
grupg symetrii wlasnych figury, mierzy symetrycznosé:
figure bardzo symetryczna mozna nakltadaé¢ na siebie
na wiele réznych sposobéw.

Juz w XIX wieku zauwazono, ze tak samo mozna
mierzy¢ symetryczno$é dowolnych obiektow
matematycznych (wielomianéw, systeméw
liczbowych itd). Doprowadzilo to do powstania
pojecia abstrakcyjnej grupy: jest to zbior G
wyposazony w laczne mnozenie (odpowiednik
skladania przeksztalcen). Ponadto kazda grupa
powinna mieé¢ element neutralny, kazdy za$ element
g € G — odwrotnoéé g~ € G.

W skoniczonym zbiorze mozna wprowadzi¢ takie
mnozenie na skonczenie wiele sposobéw — teoretycznie
istnieje wiec mozliwo$é¢ sporzadzenia pelnej listy

grup o co najwyzej n elementach. W praktyce jest

to niewykonalne; znamy interesujace grupy o setkach
tysiecy elementow, podczas gdy réznych grup dla

n < 2000 jest juz blisko 5 miliardéw!

Istnieje inny, bardziej efektywny sposéb klasyfikowania
grup skonczonych. Jesli H C G jest podgrupa G, to
zbiér G mozna rozltozyé¢ na parami roztaczne podzbiory
(warstwy) G = Hy U...U H,,: elementy z,y € G
zaliczymy do tej samej warstwy, gdy xy~' € H.
Warstwy te mozna mnozy¢ w nastepujacy sposob:

aby obliczy¢ H; - H; bierzemy dowolne x € H;, y € H;.

Wtedy z - y lezy w jednej z warstw Hj, wiec definiujemy

H; - H; = Hy,. Podgrupe H C G nazywamy normalng,

jesli ta definicja jest poprawna, tj. wynik mnozenia nie
zalezy od wyboru x, y. Wtedy zbiér warstw wraz z tym
mnozeniem tworzy m-elementowa grupe, oznaczang
przez G/H. Jedli 1 < |H| < |G|, to opis grupy G
redukuje sie do opisu mniejszych grup: H oraz G/H.

Pozostaje opisa¢ grupy skoniczone bez wlasciwych
podgrup normalnych, czyli tzw. grupy proste.

W roku 1984 ogloszono zakonczenie procesu ich
klasyfikacji. Bylo to przedsiewziecie bez precedensu:
kompletowanie listy grup prostych zajelo ponad 30 lat,
a wyniki tych badan sa opisane w okoto 500 pracach
naukowych kilkuset autoréw, zajmujacych w sumie
prawie 10 000 stron druku!

Jaka wyglada ta lista? Bez dalszych wyjasnien,
wyliczmy. Kazda skoniczona grupa prosta albo nalezy
do jednej z trzech, znanych od dawna, nieskonczonych
rodzin grup ,klasycznych”:

1) grupy cykliczne C,,, gdzie n jest liczba pierwsza,
2) grupy A, permutacji parzystych,
3) grupy ,typu Lie” nad cialami skoficzonymi,

albo jest jedna z 26 grup sporadycznych: My1, Mio,
Mgg, Mgg, M24, Jl, JQ, J3, J4, HS, MC, S’LLZ, Ru,
He, Ly, ON, .1, .2, .3, M(22), M(23), M(24)’, Fs, F3,
Fy, Fi.

Grupy sporadyczne wypisane sa tu w porzadku
rosnacym; najwieksza z nich — grupa Fishera F} — ma
216.320.59.76.112.132.17-19-23-29-31 - 41 - 47 -
259 - 71 &~ 10°* element6w.

Zbigniew MARCINIAK

Pozasloneczne ukltady planetarne

Pierwszy pozastoneczny uklad planetarny zostat
odkryty w 1992 roku przez Aleksandra Wolszczana.
Jego obiektem centralnym jest gwiazda neutronowa

— obiekt o rozmiarach niewielkiej planetoidy

i masie poréwnywalnej z masa Slonca, ktéry

zamiast Swiatla widzialnego emituje fale radiowe,
promienie rentgenowskie i wysokoenergetyczne czastki
elementarne. Taki obiekt powstaje podczas wybuchu
supernowej — poteznej eksplozji koniczacej zycie gwiazdy
0 masie co najmniej dziesigciokrotnie wigkszej od masy
Stonca. Poniewaz supernowa na pewno zniszczylaby

lub odrzucita okrazajace ja planety, uktad Wolszczana
musial powsta¢ juz po wybuchu. Prawdopodobnie
supernowa miata niewielkiego gwiazdowego towarzysza,
ktory ,,przezyl” wybuch i powoli ,parowal” pod
dzialaniem strumieni czastek elementarnych, przy czym
czesé traconej przez niego materii utworzyta cienki dysk
otaczajacy gwiazde neutronowa. Warunki panujace

w takim dysku mogty sprzyja¢ formowaniu si¢ planet.

Kolejna przetomowsa data w historii pozastonecznych
uktadéw planetarnych jest rok 1995, w ktérym Michel
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Mayor i Didier Queloz znalezli planete przy zwyklej
gwiezdzie podobnej do Stonca. Od tej pory doniesienia
o odkryciu kolejnych uktadow planetarnych pojawiaja
sie §rednio raz na miesiac, a liczba znanych planet
krazacych wokél innych stonic przekroczyta juz setke.
Wiekszosci odkryé dokonano metoda spektroskopowa,
obserwujac efekt Dopplera zwiazany z drobnymi
ruchami gwiazdy wokot srodka masy uktadu
planetarnego. Wspoélczesne spektrografy mierza
predkosé radialng z dokladnoscia 1 m/s, co w Ukladzie
Stonecznym ogladanym z zewnatrz umozliwitoby
wykrycie obecnosci Saturna (pod warunkiem, ze
obserwacje bylyby prowadzone przez co najmniej 30 lat
— tyle, ile wynosi okres orbitalny Saturna).

Ostatnio coraz wieksze znaczenie zdobywa metoda
fotometryczna, w ktorej poszukuje sie tzw. tranzytéw
— nieznacznych ,przygasnie¢” gwiazdy spowodowanych
zakryciem czesci jej tarczy przez okrazajacy ja obiekt.
Pionierami tej metody sa Andrzej Udalski (ktéry
zaobserwowal tranzyty i wytypowal szereg gwiazd
spodejrzanych” o posiadanie uktadéw planetarnych)



oraz Maciej Konacki (ktéry za pomoca obserwacji
spektroskopowych wykazal, ze w przypadku jednej
z tych gwiazd obiektem odpowiedzialnym za zmiany
blasku jest rzeczywiscie planeta).

Odkrywane obecnie uktady pozastoneczne sa zupelnie
niepodobne do naszego. Az 70% znajdujacych si¢

w nich planet ma orbity splaszczone znacznie silniej,
niz wigkszo$¢ planet slonecznych, ponad 50% krazy
blizej swych gwiazd niz Merkury Stonca. Ponadto przy
kilku gwiazdach znaleziono planety-giganty o masie
ponad dziesieciokrotnie wickszej od masy Jowisza.
Niezwykle cechy tych ukladéw prébuje sie objasnié
skomplikowanymi oddziatywaniami, jakie zachodzily
miedzy formujacymi sie planetami i dyskami

protoplanetarnymi (w ich wyniku planeta mogla

m.in. przemieszczaé sie z pierwotnej orbity na orbite
polozona znacznie blizej gwiazdy). Spéjnej teorii
opisujacej powstawanie ukladow krancowo réznych

od slonecznego na razie nie ma. Wiadomo jedynie,

ze sq nieliczne — wystepuja tylko u okolo 5% gwiazd
podobnych do Stofica. Znaczna cze$é pozostalych 95%
moze posiadaé¢ uktady podobne do stonecznego,

w ktérych blisko gwiazdy kraza planety o niewielkich
rozmiarach. Czy tak jest rzeczywiscie, przekonamy sie
za kilka lat, gdy rozpoczna prace konstruowane obecnie
teleskopy orbitalne przeznaczone do wykrywania planet
ziemiopodobnych.

Michal ROZYCZKA

Wzéor Blacka—Scholesa

Matematyczny model rynku finansowego, zwany w literaturze modelem
Blacka—Scholesa, powstal w wyniku wieloletnich prac wielu autoréw jako
naturalna formalizacja i idealizacja rzeczywistych rynkéw. Jednak powszechna
akceptacje zyskal dopiero po pierwszym spektakularnym sukcesie, jakim byt
wzér Blacka—Scholesa na cene opcji europejskiej.

Opcja europejska jest kontraktem, ktory swemu posiadaczowi
daje prawo (ale nie obowiazek) kupienia (lub sprzedania) akcji
w ustalonej chwili w przysztosci (termin realizacji) po ustalonej
cenie (cena realizacji).

Za badania te Myron Scholes wraz z Robertem
Mertonem otrzymali w 1997 roku nagrode Nobla

z ekonomii, Fisher Black zmarl dwa lata wczesniej,

ale wedlug powszechnej opinii, gdyby zyl, bylby trzecim
laureatem tej nagrody.

W modelu rynku finansowego ceny akcji sa opisane
przez procesy stochastyczne, a celem modelowania
jest znalezienie cen opcji na akcje. W podejsciu
Blacka i Scholesa kluczowe okazaly sie dwa zalozenia.
Po pierwsze, ze na rynku finansowym znajdujacym sie
w stanie rownowagi nie istnieje mozliwos¢ generowania
pewnego zysku z zerowego kapitatu, czyli jesli istnieje
strategia inwestycyjna, ktéra moze przynie$¢ zysk,
nawet gdy zaczynamy inwestycje bez zadnych srodkéw,
to strategia taka musi by¢ obarczona ryzykiem
poniesienia strat.

Drugim kluczowym zalozeniem modelu Blacka—Scholesa
jest wyboér klasy proceséw stochastycznych, ktore
opisuja ceny akcji. Od dawna znany byl chaotyczny
charakter cen instrumentow gieldowych. Jednak dopiero
w latach szesédziesiatych XX w. znaleziono wladciwe
matematyczne sformutowanie tego zjawiska: wzgledne
zmiany cen sa opisywane procesem Wienera z dryfem
(czesto w literaturze méwi sie, ze ceny podlegaja
geometrycznemu procesowi Wienera).

Potaczenie powyzszych dwbch elementéw umozliwito
Blackowi i Scholesowi napisanie réwnania
rézniczkowego, ktore spelnia cena opcji europejskiej
(réwnanie Blacka—Scholesa).

Réwnanie Blacka-Scholesa na cene F'(t, s) opcji:
2

aa—llj(t7 x) + rxg—i(t, x) + %UQxQZTZ(t, x) —rF(t,z) =0
z warunkiem koncowym F(T,z) = H(z). W réwnaniu tym ¢
oznacza czas, a T jest czasem realizacji opcji (interesuje nas
znalezienie rozwigzania tylko dla ¢ < 7). Zmienna x oznacza
cene akcji, a H(z) funkcje wyplaty z opcji w chwili T, stata o2
jest wariancja procesu opisujacego ceny akcji, a r stala stopa
procentowsq.

Dwie rzeczy sa niezwykle w tym réwnaniu. Po pierwsze,
nie wystepuje w nim wspotczynnik dryfu procesu
Wienera. Poniewaz wspoétczynnik ten opisuje
sredni zysk z akcji, oznacza to, ze dobra cene opcji
mozna wyznaczy¢ bez wiedzy o tym, czy akcje
przynosza zysk, czy strate. Po drugie, réwnanie
mozna rozwiaza¢ analitycznie (prowadzi to do wzoru
Blacka—Scholesa), co nie jest czestym zjawiskiem dla
rownan rézniczkowych czastkowych. Odegralo to
bardzo wazna role w rozwoju rynku instrumentéw
pochodnych w epoce przedkomputerowej (komputery
w tym czasie byly dostepne tylko dla duzych i bogatych
instytucji, a praca na nich wymagala specjalistycznych
umiejetnosci programistycznych).
Dla europejskiej opcji kupna akcji S za cene K w chwili T,
odpowiadajacej wyptlacie
H(S(T)) = max(S(T) — K,0),

zachodzi nastepujacy wzor na cene opcji w chwili O:

F(0,5(0)) = S(O)N(d1 (S(0), T)) — Ke~"TIN(da(S(0), T)),
gdzie N(z) jest dystrybuanta rozkltadu normalnego, a

In(S/K) + (r + )T

di(S,T) = — |
M&mzmﬂmlg—%n_
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