Zagadnienie czterech barw

Francis Guthrie, student z Londynu, wyrazit w 1852 r.
przypuszczenie, ze panstwa na dowolnej mapie —
zarOwno na plaszczyznie, jak i na globusie — mozna za
pomoca czterech barw pokolorowaé tak, zeby kazde
dwa panstwa, majace wspolny odcinek granicy, mialy
r6zne kolory. (Przyklad Luksemburga, Belgii, Francji

i Niemiec pokazuje, ze czworki nie mozna zmniejszy¢. )
Do konica XIX w. problem stal sie bardzo znany,

m.in. za sprawa pomystowych, lecz btednych prob
rozwiazania.

Aby uniknaé subtelnoéci zwiazanych z definiowaniem
panstw, granic itp., problem formuluje sie réwnowaznie
w jezyku teorii graféw. Graf, na nasze potrzeby, to
skonczona liczba kropek (wierzcholkéw) potaczonych
kreskami (krawedziami). Graf planarny to graf
narysowany na plaszczyznie w taki sposéb, ze

zadne dwie krawedzie sie nie przecinaja. Graf jest
czterokolorowalny, jesli jego wierzcholtki mozna
pomalowaé czterema kolorami w taki sposéb, by kazda
krawedz miala konce réznych kolorow.

Zagadnienie czterech barw to pytanie: Czy kazdy graf
planarny jest czterokolorowalny?

Twierdzacej odpowiedzi udzielili w 1976 roku K. Appel
i W. Haken. Ich dowdéd liczyl ponad 130 stron druku

i 400 stron mikrofilméw z tysiacami rysunkéw;

co wiecej, liczne fakty zostaly sprawdzone za pomoca
wieluset godzin pracy komputera. W latach 90. XX w.
N. Robertson, P. Seymour, D. Sanders i R. Thomas
rozpoczeli wszechstronne niezalezne sprawdzanie
dowodu Appela i Hakena — i zniechgceni ogromem

niezbednego wysitku programistycznego postanowili, ze
sprébuja podaé inny, wlasny dowdd. Zamiar sie powiodl;
nowy dowdd, opublikowany w 1997 r., ma 40 stron
elementarnego tekstu; nadal wprawdzie dowody dwoch
lematéw wymagaja uzycia komputera, jest ono jednak
znacznie skromniejsze niz w pracy Appela i Hakena

(i dostarcza szybszego algorytmu kolorowania graféw).

(a) Graf planarny (fragment
mapy Europy; kropki oznaczaja
panstwa, kreski zas — wspdlne
granice).

(b) Graf niesplaszczalny
(nie mozna go narysowaé tak,
zeby byl planarny).

Dowdd Robertsona, Seymoura, Sandersa i Thomasa
zostal niezaleznie sprawdzony (lacznie z napisaniem
od nowa programéw niezbednych w jego komputerowe;j
czedel). Klasycznego dowodu weiaz jednak nie znamy.
Wigcej na podobne tematy w Deltach: 5/1977, 5/1997, 4/1999,

na stronie www.math.gatech.edu/ thomas/FC/fourcolor.html oraz

w ksiazce R. Wilsona Four colors suffice. How the map problem was
solved (wyd. Princeton University Press, 2002).

Pawel STRZELECKI

Falki

Gdy dana jest funkcja f(z) (dla ustalenia uwagi
bedziemy przyjmowacé, ze wszystkie funkcje okreslone
sa na calej prostej rzeczywistej), to czesto chcieliby$my
ja przedstawié¢ jako sume

[ = Z%Fk,
e

gdzie aj, to pewne wspoélczynniki liczbowe, a Fj to
ustalona rodzina ,prostych” funkcji. Chcemy przy tym
(ze wzgledéw praktycznych), aby juz skonczona suma
dobrze przyblizata nasza funkcje f.

W praktycznych zastosowaniach f moze by¢ wykresem
EKG lub drgan sejsmicznych, zapisem dzwieku itp.
Jedli f jest funkcja dwu zmiennych, to moze ona
reprezentowac obraz.

Powstaje kilka istotnych probleméw, np.
1) Jak obliczy¢ wspolezynniki ag?

2) Jak znalezé skonczong sume, ktéra dobrze
przybliza f7

3) I co to znaczy: dobrze przybliza?
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Oczywidcie, rozwiazania powyzszych problemow zaleza
od wybranej rodziny funkcji Fy.

W zasadzie odpowiedZ na pytanie 1 znana jest
od co najmniej 200 lat: uktad Fj, powinien by¢
ortonormalny, co znaczy, ze

/Fk(:n)Fl(x)d:E

rowna sie 0, gdy k #[, i 1, gdy k = [ — to pozwala juz
obliczy¢ ay (aby bylo f =3, arF}, potrzeba jeszcze, by
uktad spelnial pewien warunek, zwany zupelnoscia, ale
to mozna zapewnic).

Otoz falki sa to pewne specjalne funkcje, ktére tatwo
generuja takie uklady ortonormalne, ze mozna poradzié
sobie z problemami 2) i 3).

Funkcje ® nazywamy falkq, jesli uktad funkcji ®; .,
okreslony jako

D (x) = 272020z — k),

gdzie j i k przebiegajg wszystkie liczby calkowite, jest
uktadem ortonormalnym i zupelnym.



Pierwsza falke zbudowal prawie sto lat temu wegierski
matematyk A. Haar. Oto ona

1 dla 0<x<1/2
-1 dla 1/2< 2 <1
0 w pozostalych przypadkach.

h(z) =

7, definicji natychmiast wynika, ze funkcja h; 1 jest
zerem poza odcinkiem [277k, 277 (k + 1)], wobec tego
wspolczynnik a; j zalezy tylko od wartosci, jakie
funkcja f przyjmuje na tym odcinku. Oczywiscie funkcje
a;.1hj k, jak i ich skoficzone sumy, sa nieciggle.

Nastepne falki skonstruowal w 1981 roku szwedzki
matematyk Jan-Olov Stromberg. Jego falki byly juz
ciagte, a nawet miaty kilka pochodnych. Gdzies okoto
1986 roku matematyk francuski, Yves Meyer,

skonstruowal nastepne falki i stworzyl ogélna teorie.
Najczesciej nie istnieje zwarta formula definiujaca
falke, natomiast czesto istnieja efektywne rekurencyjne
algorytmy pozwalajace oblicza¢ zaréwno falke, jak

i wspotezynniki a; k.

Co do problemu 3), to praktyczna regula jest, ze dla
dobrej falki skonczone sumy szeregu Y, a;ihjx(x)
przyblizaja funkcje f dla wszystkich sposobéw
obliczania odleglosci miedzy funkcjami. Na pytanie 2)
bardzo czesto dobra jest odpowiedZ najprostsza:

do sumy wybierz sktadniki, w ktérych wspdétezynniki
sa najwieksze.

Przemystaw WOJTASZCZYK

Stata kosmologiczna

Zaraz po sformulowaniu ogélnej teorii wzglednosci

w 1916 roku Albert Einstein postanowit zastosowac ja
do opisu najwiekszego istniejacego uktadu fizycznego —
calego Wszech$wiata. W 1916 roku astronomowie nie
wiedzieli jeszcze o tym, ze istnieja inne galaktykii caly
Wszechswiat utozsamiali z Droga Mleczna — ogromnym
dyskopodobnym skupiskiem gwiazd, ktére powoli kraza
woké! jej centrum. Astronomowie nie byli tez pewni, czy
gwiazdy wypelniaja cala przestrzen, czy tez sa skupione
w obszarze Drogi Mlecznej, a poza nia istnieje tylko
pusta przestrzen. W obu jednak przypadkach uwazano,
ze rozklad gwiazd jest stacjonarny, a przestrzen jest
statyczna. Einstein szybko przekonal sie, ze rownania
ogolnej teorii wzglednosci nie moga opisaé takiego
statycznego wszechswiata. Zawierzajac astronomicznej
wizji Wszechéwiata Einstein zmodyfikowal swoje
réwnania dodajac do nich dodatkowy czlon — stala
kosmologiczna, ktory opisywal statg site rownowazaca
site grawitacyjnego przyciagania miedzy gwiazdami.
Zaktadajac, ze Wszechswiat jest statyczny i ma stala
dodatnia krzywizne, a wiec ma skonczona objetosé,
Einstein wyprowadzil zaleznos¢ miedzy promieniem
krzywizny a Srednia gestodcia materii we Wszechswiecie
oraz wyznaczyl wartos¢ stalej kosmologicznej. Einstein
byt bardzo dumny ze swojego modelu Wszechswiata.
W 1917 roku pisal do M. Grossmanna: jestem w stanie
wewnetrznej euforii. Okazalo sie, ze moja ogdlna

teoria wzglednosci jest kluczem do zrozumienia calego
Wszechswiata. Gdy tylko astronomowie zmierzq Sredniq
gestosé Wszechswiata, bede maogl im powiedzieé, jaki
jest on duzy. Euforia Einsteina nie trwala zbyt dlugo.
W 1923 roku Edwin Hubble odkryl, ze tak zwane
mglawice spiralne, uwazane za Swiecace obtoki gazu,

sa ogromnymi skupiskami gwiazd — galaktykami —
potozonymi daleko poza granicami Drogi Mlecznej.
Szeéé lat pdzniej Hubble wykazal, ze galaktyki oddalaja
sie od nas z predkoscia proporcjonalna do ich odlegtosci.
Statyczny model Wszech$wiata legl w gruzach, a wraz
z nim koncepcja stalej kosmologicznej. Wiele lat
pézniej Einstein przyznal, ze wprowadzenie stalej
kosmologicznej bylto najwigksza pomytka w jego zyciu.
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Cho¢ statyczny model Wszechswiata odszedl

w zapomnienie, nie zapomniano o statej kosmologiczne;j.
Oto w telegraficznym skrocie dalsze jej losy.

O statej kosmologicznej przypomniano sobie przy
pierwszych probach kwantowania pola grawitacyjnego.
W kwantowej teorii pola stan prézni nie musi

i wrecz nie moze mieé energii doktadnie réwnej zero.
W mechanice kwantowej i klasycznej nie stanowi to
problemu, gdyz istotne sa jedynie réznice energii.

W ogélnej teorii wzglednosci natomiast kazda postac
energii zakrzywia przestrzen. Energie prozni kojarzono
ze stala kosmologiczng gtéwnie z powodu podobnych
praw transformacyjnych. Proste oszacowania pokazuja
jednak, ze gestos¢ energii prézni o ponad sto rzedéw
wielkosSci przewyzsza kosmologicznie akceptowalne
ograniczenia na wartos¢ stalej kosmologicznej. Do tej
pory nie znaleziono zadowalajacego rozwiazania tego
problemu.

Mniej wiecej dziesie¢ lat temu do pomiaru tempa
rozszerzania sie Wszechswiata astronomowie
zaczeli wykorzystywaé supernowe typu Ia (sa to
wybuchajace biate karty w uktadach podwdjnych, ktére
powiekszyty swoja mase kosztem masy towarzysza
ponad dopuszczalna granice). Z obserwacji dalekich
supernowych wynika, ze obecnie Wszechs§wiat rozszerza
sie coraz szybciej zamiast coraz wolniej, tak jak
powinien, gdyby zawieral jedynie zwykla materie.
Ten niespodziewany wynik obserwacyjny mozna
wyjasni¢ zakladajac, ze obecnie gestosé energii-materii
we Wszechswiecie jest zdominowana przez ,ciemna
energie” lub stata kosmologiczna. Ten bardzo wazny
wynik zostal ostatnio potwierdzony przez satelite
WMAP, ktéry mierzy anizotropie temperatury
promieniowania reliktowego. Okazalo sie, ze obecnie
Wszech$wiat sklada sie w 73% z ciemnej energii,
w 23% 7z ciemnej egzotycznej materii, natomiast
zwykla materia stanowi zaledwie 4% S$redniej gestosci
materii (energii). Wyjasnienie natury ciemnej
energii (stalej kosmologicznej) i ciemnej materii jest
wielkim wyzwaniem dla kosmologii i fizyki czastek
elementarnych.
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