Czterowymiarowa hipoteza Poincarégo

czyli wyniki Freedmana

Waznym problemem w matematyce jest klasyfikacja
badanych obiektow. Rozmaitosci bedace przestrzeniami
o specyficznych wlasnosciach réwniez zostaly
poddane klasyfikacji. Najprostsza jest klasyfikacja
rozmaitosci jednowymiarowych. Mamy dokladnie dwa
przypadki: okrag i prosta. W przypadku rozmaitosci
dwuwymiarowych, czyli powierzchni — tu i w dalszym
ciagu ograniczymy sie do rozmaitosci zwartych —
klasyfikacja rowniez si¢ powiodla; wszystkie mozna
uzyskaé ze sfery poprzez odpowiednie doklejanie
raczek i zaklejanie wycietych kolowych otworéw.
Rozmaitosci tréjwymiarowych do dzi$ nie udalo sie
jeszcze sklasyfikowac i nie wiadomo, czy uda sie

to zrobié¢. Rozmaitosci cztero- i wyzejwymiarowe

nie maja klasyfikacji. Dokladniej, udowodniono, ze
nie istnieje algorytm pozwalajacy sklasyfikowac te
obiekty. Mozna jednak prébowaé klasyfikowaé bardziej
specjalne rodziny rozmaitosci. Jedna z najprostszych
takich klas jest rodzina rozmaitosci jednospéjnych.
Jednospdjnos¢ przestrzeni oznacza, ze kazda petla
zawarta w tej przestrzeni moze by¢ w niej $ciaggnieta
do punktu. Jednospdjna jest prosta i kolo; nie spelnia
tego warunku okrag oraz koto bez $rodka. Wydaje
sie, ze rozmaitosci jednospdjnych nie ma zbyt wiele.
Dla wymiaru jeden mamy tylko niezwarta prosta,
dwuwymiarowa, zwarta i jednospdjna jest tylko

sfera. Przypuszcza sig, ze podobnie jest w przypadku
rozmaitosci tréjwymiarowych — tylko sfera. Jest to

jednak klasyczna hipoteza Poincarégo, problem
do dzis$ nierozstrzygniety mimo ogromnych wysitkéw.
Sytuacja gwaltownie sie zmienia w czterech wymiarach
— istnieje cate mnéstwo jednospdjnych rozmaitosci
czterowymiarowych (i, pamietajmy, zwartych) na
czele ze sferg czterowymiarowa. Innym przyktadem
jest S2 x S2. Wlaénie Michael H. Freedman dokonat
ich klasyfikacji w 1982 roku. Zauwazyl on, ze kazdej
jednospdjnej czterowymiarowej rozmaitoéci odpowiada
tzw. ,forma przeciecia” — co$§ w rodzaju iloczynu
skalarnego. Wigecej, pokazal wzajemnie jednoznaczna,
odpowiednioéé (z dokladnoscia do pewnych szczegdtéw)
miedzy takimi formami i jednospdjnymi rozmaitosciami
czterowymiarowymi. ,Iloczyny skalarne” i zwiazane
z nimi macierze klasyfikuje sie duzo tatwiej. Wynik
ten byl wielkim sukcesem w topologii rozmaito$ci,
a jego konsekwencje okazaly sie sensacyjne. Najpierw
z tej klasyfikacji Freedman wyprowadzil dowod
czterowymiarowego odpowiednika hipotezy Poincarégo,
ostatniego obok tréjwymiarowego nierozstrzygnietego
przypadku hipotezy. Dalej okazalo sig, ze istnieje
obszerna rodzina czterowymiarowych rozmaitosci
jednospdjnych, ktére nie dopuszczaja gtadkiej struktury.
,Niewygtadzalne” rozmaitoéci znane juz byly wczesniej,
ale byly to skomplikowane wysokowymiarowe przyktady,
a tu okazalo sig, ze niemal w zasiegu reki sa takie
dziwaczne obiekty. I wreszcie, pewne szczegoly
dowoddéw podsunely Donaldsonowi sugestie istnienia
egzotycznego R*.
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Egzotyczne R', czyli wyniki

Czy sktadajac w jedna calo$¢ mapy powierzchni

Ziemi mozemy otrzymacé obraz przedstawiajacy co$
zupelnie innego, niz oczekujemy, np. powierzchnie
jakiej$ abstrakcyjnej planety? Wydaje sie, ze to zupelnie
absurdalne. A jednak co$ podobnego zdarzylo sie

w matematyce.

Rozmaitosé jest to przestrzen (topologiczna) lokalnie
przypominajaca odpowiednia przestrzen euklidesowa.
Czyli obiekt jest rozmaito$cia np. czterowymiarowa,
gdy kazdy jego punkt ma otoczenia homeomorficzne
z przestrzenig R*. Kazde takie otoczenie, wraz

z odpowiednim homeomorfizmem, nazywamy mapa
— podobnie jak w geografii. I dalej konsekwentnie
zbiér map nazywamy atlasem. Kazdy atlas wyznacza
na rozmaitosci strukture tejze.

Jedli teraz zazadamy, zeby przejscie od jednej

mapy do drugiej odbywalo si¢ w sposéb gtadki,

to mowimy, ze na rozmaitosci zadana jest struktura
rézniczkowa, a rozmaito$¢ nazywamy rézniczkowa
(lub rézniczkowalna) albo gladka. Jesli natomiast
pozostaniemy przy poprzednich zalozeniach, to mamy
do czynienia z rozmaitoscia topologiczna. Na kazdej
rozmaitosci topologicznej wymiaru jeden, dwa i trzy
zawsze mozna wprowadzi¢ strukture rézniczkowa.

W wyzszych wymiarach zaczynaja sie ktopoty,

ale uwazano, ze jesli struktura rézniczkowa istnieje,
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Donaldsona

to jest juz wyznaczona jednoznacznie, co najwyzej

z dokladnoscig do pewnej rownowaznosci. Sensacje
wywotal rezultat J. Milnora z 1957 roku, ze na sferach
poczawszy od siedmiowymiarowej istnieja struktury
rézniczkowe catkowicie nierownowazne. A jak jest

w przypadku najprostszych rozmaitoéci — przestrzeni
euklidesowych R™? Tu nie bylo sensacji, cho¢ dowdd
okazal sie zadziwiajaco trudny. Dokonali tego

w 1977 roku R. Kirby i L. Siebenmann z jednym
drobnym wyjatkiem n = 4. W 1983 roku okazalo sie,
ze ten wyjatek jest szczegdlnie wyjatkowy. Simon
Donaldson, formutujac kryteria istnienia struktur
rozniczkowych na rozmaitosciach czterowymiarowych,
pokazal, ze na R?*, oprécz standardowej, istnieje jeszcze
inna struktura, nazwana egzotyczna. Mowiac bardzo
niescisle, mozna dobra¢ taki uklad map, ze po ich
zlozeniu powstanie co$, co topologicznie jest R*, ale
rézniczkowo zachowuje sie zupelnie inaczej. Wiecej,
cztery lata p6zniej pokazano (C.H. Taubes), ze takich
nieréwnowaznych struktur na R?* jest nieprzeliczalnie
wiele. Donaldson uzyskat swoje rezultaty, wykorzystujac
metody geometrii rézniczkowej i algebraicznej,

teorii rownan rozniczkowych i. .. fizyki teoretycznej,

a doktadniej teorii pél Yanga—Millsa. Istotny wplyw
na jego prace mialy niemniej sensacyjne wyniki
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