Wyobraz sobie wzor Przemystaw KICIAK

Rys. 1

Kwadratura to suma wartosci funkcji
w pewnych punktach, pomnozonych przez
pewne liczby.

Teraz kazdy punkt ma cztery
wspélrzedne, np. x, y, z, w.

Hiperptaszczyzna to rézny od calej
przestrzeni niepusty zbiér punktow,
ktérych wspélrzedne spelniajg ustalone
réwnanie liniowe.

W Malej Delcie (Delta nr 4/2003) jest taka definicja:

Pryzmatoid to wielo$cian, ktérego dwie Sciany (zwane podstawami) sq réwnolegle
1 zawierajg wszystkie jego wierzcholki.
Objetosé pryzmatoidu jest rowna

1
gdzie h to odleglosé podstaw (czyli wysoko$é), By i Ba to pola podstaw, a S
oznacza pole przekroju pryzmatoidu ptlaszczyzna réwnoleglta do podstaw
i jednakowo od nich odlegta. Autor zachecil Czytelnikéw wyrafinowanych
do udowodnienia tego wzoru. Oto dowod dla Czytelnikow Nie Calkiem Malej
(ale i Nie Calkiem Duzej) Delty.

—

Niech podstawy pryzmatoidu leza w plaszczyznach © = 0 iz = h (,bez straty
ogdlnosci”). Przez S(t) oznaczymy pole przekroju pryzmatoidu plaszezyzng @ =t
dla t € [0, h]. Objeto$é pryzmatoidu mozemy przedstawié w postaci calki

h
O/ S(t) dt,

i teraz wystarczy zbadac¢ funkcje podcalkows.

Kazdy wielo$cian mozna podzieli¢ na czworosciany, ktére maja co najwyzej
wspdlne $ciany i ktérych wierzcholtki sa wierzchotkami tego wieloscianu. Zatem
jego objetos¢ jest suma objetosci tych czworoscianéw. W naszym przypadku
wierzcholtki kazdego czworoscianu lezg w plaszczyznach x = 01 o = h, przy
czym liczba wierzchotkow w pierwszej z nich moze by¢ réwna 1, 2 lub 3,
a w drugiej leza pozostale. Okazuje sie, ze funkcja s(t), opisujaca pole przekroju
czworo$cianu w tych trzech przypadkach, ma postaé

ct?, ct(h —t), c(h —1)?,
gdzie ¢ jest pewna stala, a wiec zawsze jest to wielomian drugiego stopnia
(rys. 1).

Funkeja S(t), opisujaca pole przekroju pryzmatoidu, jest suma funkcji
opisujacych przekroje czworos$cianéw, a wiec rowniez jest wielomianem drugiego
stopnia i poszukiwang wartos$¢ catki mozemy obliczy¢ przy uzyciu wzoru
zwanego kwadraturg Simpsona:

/Oh S(t)dt = %h<S(0) + S(h)+ 4S<g)>.

To juz koniec dowodu, ale chwileczke. .. wzér Simpsona daje dobry wynik
takze wtedy, gdy funkcja podcalkowa jest wielomianem trzeciego stopnial
Dowdd jest tatwy, polecam. Zatem udowodniony wzor nadaje sie do obliczania
jeszcze czegos.

Wieloscian czterowymiarowy ma sie tak do ,zwyklego” wieloécianu jak ten

do wielokata. Jest to wiec figura w przestrzeni czterowymiarowej, ktorej Sciany
sa wieloscianami trojwymiarowymi. Figury takie mozna podzieli¢ na roztaczne
z wyjatkiem $cian (ktére sa czworo$cianami) sympleksy czterowymiarowe,

tj. czterowymiarowe wielosciany wypukle o pieciu wierzchotkach. Czytelnicy
wyrafinowani umiejg to udowodni¢. W szczegdlnoéci mozemy zdefiniowaé
pryzmatoid czterowymiarowy jako

wieloScian czterowymiarowy, ktdrego dwie $ciany (zwane podstawamsi) sg
(tréjwymiarowymi) wieloScianami lezgeymi w réwnoleglych hiperplaszczyznach

1 zawierajq wszystkie jego wierzcholksi.

Jedli podstawy takiego pryzmatoidu leza w hiperptaszczyznach © = 01 x = h,
czyli jego wysokos$é jest réwna h, objetosé (tréjwymiarowa) podstaw jest réwna
B i Bs, a objetos¢ ,srodkowego” przekroju S, to znéw kwadratura Simpsona
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Rys. 2

daje nam wzér (x), ktéry teraz opisuje objetosé czterowymiarowq naszego
pryzmatoidu.

Istotnie, mozemy podzieli¢ go tak, aby kazdy otrzymany sympleks miat 1, 2, 3
lub 4 wierzchotki w hiperplaszczyznie x = 0, a pozostale w hiperplaszczyznie
x = h. W pilerwszym i ostatnim przypadku dla kazdego t € (0, h) przekrdj
sympleksu hiperplaszczyzna x =t jest czworo$cianem, a w pozostatych dwoch
graniastostupem tréjkatnym (rys. 2). Objetosé przekroju sympleksu w kazdym
z tych czterech przypadkéw jest opisana przez jedna z funkcji

ct?, ct*(h —t), ct(h —t)?, c(h —t)3,
wiec w rzeczy samej funkcja S(t), opisujaca objetosé przekroju pryzmatoidu
hiperplaszczyzna x = t, jest wielomianem trzeciego stopnia.

Mozemy analogicznie definiowaé¢ pryzmatoidy o jeszcze wigkszych wymiarach
i obliczac ich objetosci n-wymiarowe, ale wtedy kwadratura Simpsona juz
nie wystarczy (dla kazdego n istnieja wszakze kwadratury réwne calce dla
dowolnego wielomianu stopnia mniejszego niz n i mozemy uzy¢ ktérejs z nich).
Natomiast dziala ona znakomicie, jesli chcemy obliczy¢ objetosé dwuwymiarowa
(czyli pole) pryzmatoidu dwuwymiarowego — trapezu o wysokosci h.
Co nie oznacza, ze nie da si¢ wtedy uzy¢ prostszych wzordw.

...a matematyk wlazl na patyk i z patyka skoczyl

w niepojety, a mnéstwo rozkoszy wrézqecy, czwarty wymiar.

Julian Tuwim

Mozna bez calek

Dla mnie, staro$wieckiego geometry, z catkami do wieloscianu to jakby z nozem

do ryby. Zobaczmy wigc, jak to zostalo rozwiazane:

e zauwazamy, ze je$li pryzmatoid da sie podzieli¢ na mniejsze pryzmatoidy
o wierzchotkach na tych samych plaszczyznach, to gdy dla tych mniejszych
dowodzony wzor jest poprawny, jest poprawny i dla tego, ktory sie z nich
sktada;

e dzielimy wigc pryzmatoid na czworo$ciany o wierzcholtkach na ptaszczyznach
podstaw;

e za pomoca calek sprawdzamy dowodzony wzér dla kazdego z powstalych
czworo$cianow.

Aby sie wiec pozby¢ calek, trzeba sprawdzi¢ dowodzony wzor dla tych
czworo$cianow. Niech wierzchotkami ze ,starych” podstaw beda K, L, M, N.

Gdy na jednej z podstaw lezy jeden wierzcholek (rys. 3), a na drugiej tray,
przekrdj w polowie ich odleglosci jest tréjkatem ABC o polu cztery razy
mniejszym od podstawy czworoscianu LM N. Mamy wiec By = 0 oraz By = 45,
a wiec dowodzony wzor daje $h(2B2) = $hBs, co jest znanym wzorem

na objetos¢ czworoscianu.

Gdy z kolei na kazdej podstawie sa dwa wierzcholki (rys. 4), przekréj w polowie
jest rownoleglobokiem, co wynika z twierdzenia Talesa zastosowanego

do kazdej ze $cian czworoScianu. Znalezienie jego objetosci moze byé
przeprowadzone tak. Laczymy wierzcholki przekroju ze érodkami krawedzi

KL i MN. Otrzymujemy bryle PABC D@, ktérej objetosé to %hS, jako ze

sg to dwa ostrostupy zestawione podstawami. Ciekawe natomiast jest to, ze
spozostatodci” czworoscianu K LM N to cztery czworo$ciany jednoktadne z nim
(KPAD, LPCB, MQAB, NQDC), kazdy w skali % Kazdy wiec ma 8 razy
mniejsza objetos¢ od objetosci czworoscianu K LM N, a wiec razem maja
polowe jego objetosci. Stad objeto$¢é K LM N jest rowna podwojonej objetosci
PABCDQ, czyli %hS i to dobrze, bo mamy B; = Bs = 0, a wiec dowodzony
wzér przybiera postaé %h(4S ).

Tak wiec wykazaliSmy poprawnos$é wzoru bez uzycia calek. Calki maja jednak
te przewage, ze pozwolily od razu stwierdzi¢ poprawnosé¢ wzoru dla wymiaru 4.
Kazdy moze wiec wybraé sobie taka droge, jaka lubi.

M. K.



