Lekcja z przysztosci (?)

W swojej ksiazce ,,Opowiesci geometryczne”, pisanej
w 1993 roku, przedstawilem nieco futurystyczny
scenariusz ,lekcji przysztosci”. Na tej lekcji uczniowie
rozwiazuja zadania stereometryczne, postugujac

sie komputerem. Komputer oblicza, pokazuje bryly

w przekroju, niemalze podpowiada rozwiazania.
Zadanie ,samo si¢ rozwiazuje”, a nasze mys$lenie
przeznaczamy do wyzszych celéw niz nudne rachunki
i przyprawiajace o bol glowy wyobrazenia konfiguracji
przestrzennych. ,0d tego mamy komputery” mowig
nauczyciele przysztosci. Myslenie jest potrzebne tam,
gdzie nie da sobie rady komputer.

I oto, z dobra dokladnos$cia, scenariusz ten zrealizowal
sie na XXV Sesji Seminarium Edukacji
Matematycznej w Czestochowie, w marcu 2002 r.
Jozef Kalinowski z US pokazywal siedemnascie
sposobow rozwiazania zadania z Olimpiady
Matematycznej.

W trojkqcie prostokgtnym rownoramiennym podzielono
przeciwprostokgtng BC' na trzy réwne cze$ci. Niech D
bedzie jednym z punktow podziatu wewngtrz odcinka.
Wierzcholek A kgta prostego polgczono z punktem D.
Niech T bedzie rzutem prostokgtnym punktu B

na prostg AD. Wykazac, zZe kgt C'T D jest réwny

45 stopni.

Uczestnicy tej Sesji spostrzega, ze mdj artykul przedstawia
»zbeletryzowang”, ale w zasadzie wierng wersj¢ tego, co si¢ dzialo.

Prelegent rysowatl na tablicy rézne proste, rachowat
i dowodzil, a ja wyjatem Laptopa. ,,To przeciez
prosta geometria analityczna” pomyslalem. Po chwili
program w jezyku Mathematica byt napisany.
Wocisnatem Enter, na ekranie pojawil sie napis
tangens kata jest rowny 1. Po Wykladzie pokazalem
rozwiazanie na duzym ekranie. Sesja odbywala sie
bowiem w doskonale wyposazonej Szkole Pozarniczej
w Czestochowie. Pierwszy raz w zyciu prowadzitem
zajecia w sposéb, ktory znatem tylko z opowiadan.
Pisze sobie co$ na swoim komputerze, a stuchacze
widza to na ekranie.

Rysunek, ktéry zrobitem, postugujac sie graficznymi
programami pakietu Mathematica, pokazal, ze
rozwiazanie jest poprawne: wszyscy zobaczyli

na ekranie, ze kat C'T'D ma rzeczywiscie 45 stopni.
C

A B
— Zmienmy tréjkat — zaproponowal ktos. — Wezmy
réwnoboczny.
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— Prosze bardzo — odpowiedzialem i zmienitem
parametry. Na ekranie pojawil si¢ napis kwadrat tangensa
kata jest rowny 3. Rysunek potwierdzil rozwiazanie.

C
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— A gdyby dzieli¢ na inna liczbe czesci? — padto
nastepne pytanie, ale juz czas byl na obiad,

a przeciez w Strazy Pozarnej nalezy by¢ szczegdlnie
punktualnym. Potem pochlonely wszystkich inne,
bardzo ciekawe zajecia i w sobote rozjechalismy sie,
jak zwykle, w smutku. Zadanie uleglto zapomnieniu.

W Swieta Wielkanocne usiadtem spokojnie

do komputera, odmawiajac zjedzenia kolejnego jajka
na twardo. Program obliczajacy tangens kata CT D
dla dowolnego tréjkata i dla dowolnego podziatu
boku BC nie byt trudny; pisanie zajeto mi niecale poét
godziny.

Najpierw napisatem réwnanie prostej przez dwa
punkty:

prostalpunktl_, punkt2.]:=
Det[{{1, 1, 1}, {punkt1[[1]], punkt2[[1]1], x},
{punkt1[[2]], punkt2[[2]], y}}1;

potem réwnanie prostopadlej:

prostopadla[prosta_, punkt_]:=
{Coefficient[prosta, y], —-Coefficient[prosta, x]}.
({x,y}-punkt)

wreszcie nauczylem swojego Laptopa, jak szukaé
punktu wspolnego dwdch prostych:

wspolny[prostal_, prosta2]:=
{Solve[{prostal == 0, prosta2 == 0}, {x,y}] [[1, 1, 211,
Solve[{prostal == 0, prosta2 == 0}, {x,y}] [[1, 2, 211}

Teraz mogtem napisaé¢ zasadniczy program,
wyliczajacy tangens kwadrat szukanego kata
w dowolnym troéjkacie:

odpowiedz[al_, a2_, bl_, b2_, cl_, c2_, s_]:=

Block[{},

a = {al, a2}; b = {b1,b2}; c = {c1,c2}; d = c + s*x(b-c);

t = wspolny[prostala, d], prostopadla[prostala, d] ,bl];
kosinuskwadrat = ((t-c).(t-d))"2 / ((t-c).(t-c)*(t-d).(t-d));
tangenskwadrat = Simplify[(1-kosinuskwadrat) / kosinuskwadrat]
]

Nawet, jesli ktos nie rozumie nic z tego, przyzna
na pewno, ze tak krotki program nie moze by¢ trudny.



Istotnie, po kilku godzinach nauki programowania
kazdy by co$ takiego sam napisal. Nie chcialo mi sig
dopisywaé formutki, ktéra by odroznila, czy kat jest
ostry, czy rozwarty (po tangensie tego sie nie pozna).

I zaczelo sie. Wprowadzitem uktad wspdlrzednych tak,
by podstawa AB tréojkata byla osig x. Umiescilem
wierzcholek A w poczatku ukladu (a raczej odwrotnie:
poczatek ukladu w punkcie A), skale przyjalem tak,
by wierzcholek B wypadl w (1;0). Wspdirzedne
trzeciego wierzchotka, C, oznaczylem przez p, q.
Podalem dowolny parametr s — jaka czeécia boku BC'
jest CD. Wywolalem

odpowiedz[0, 0, 1, 0, p, q, s]

i zobaczytem odpowiedz
¢
(P—p* = +s—2ps+p>s+¢*)*

To jest kwadrat tangensa szukanego kata. Zadanie
w najbardziej ogélnej postaci rozwiazane.

LU, pomyslatem, tracac zainteresowanie,
,malo ciekawie. Ale sprawdzmy, czy dla tréjkata
réwnobocznego kat wyjdzie réwny 60 stopni”

odpowiedz[-1, 0, 1, 0, O, Sqrt[3], 1/3]
3

Zgadza sie, to jest kwadrat tangensa 60 stopni.

Zaczalem si¢ bawi¢. Dzielmy bok BC kolejno na trzy,
cztery, pie¢ czesci. Jakie beda te katy? Napisalem

odpowiedz[0, 0, 1, 0, 0, 1, 1/n]

Komputer podal ciag, z ktérego od razu bylo widaé
0g06lny wzor:

Jezeli przeciwprostokgtng trojketa prostokgtnego
rownoramiennego podzielimy na n rownych czesct,
to tangens kqta, o ktory chodzi w zadaniu, jest réwny
1

tg dn = Pt
Wezytalem teraz wierzcholki tréjkata réwnobocznego
i kazalem komputerowi rozwiaza¢ podobne zadanie dla
podzialu boku tréojkata réwnobocznego na n czesci.
Znow ostupiatem. Na ekranie widnial ciag

3
n—27"

a zatem komputer ,,udowodnil” takie twierdzenie:

Jezeli bok trojkqta rownobocznego podzielimy na
n rownych czesci, to tangens kqta, o ktory chodzi
w zadaniu, jest rowny

V3
n—2

Zaczalem teraz prawie na o$lep szukaé¢ trojkatow,
w ktorych te katy sa szczegdlnie tadne. Najpierw

szukalem kata 45 stopni wsrod trojkatow o takich
wierzchotkach:

A= (7i 0)7

m’

B =(1;0), C=(0;1).
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m=1; n=1;

Do [m++;

Do [n++;

If [odpowiedz[-1/m, O, 1, 0, 0, 1, 1/n] ==1,
Print ["'m =", m, ", n=", n1], {30}
1,{30}

]

Rezultaty poszukiwan zaowocowaly znalezieniem
takich przyktadow.

Katy 45 stopni: dla tréjkata o wierzchotkach

w A= (-1/3;0), B=(1;0), C =(0;1) i podzialu
boku BC na pieé¢ réwnych czesci, a takze dla trojkata
o wierzchotkach w punktach A = (—1/2;0), B = (1;0),
C = (0;1) i podzialu boku BC' na siedem czesci.

C

A B

Kat 60 stopni otrzymatem, na przyklad, dla

tréjkata o wierzcholkach A = (—1/2;0), B = (1;0),

C = (0;4/3/2) ... 1 jeszcze kilku innych. Byty jeszcze
jakie$ inne zdumiewajace zaleznosci, komputer migal,
wydawalo mi sig, ze mruga do mnie porozumiewawczo,
a ja w koncu znudzitem sie i zdenerwowaltem sie.

»A co mnie to wszystko obchodzi!”.

Oto dwie z tych zdumiewajacych zaleznosci:
W tréjkacie o wierzchotkach A = (0;0), B = (1;0),
C' = (1111111111;1111111111) kwadrat tangensa kata,
ktory otrzymamy z podziatu boku BC na 4 réwne
czesci, jest réwny
1234567900987654321
54869684444444444447736625519615912209
Natomiast tréjkat o wierzchotkach A = (0;0),
B =(1;0), C = (26;26) i podzial boku BC na
26 czesci daje jako tangens kata:
26

33175.
I jak tu sie nie zadziwi¢?

W domu goécie, ktérych tak nieuprzejmie opudcitem,
pili juz kawe i opychali sie mazurkami.

Jaki jest moral z tej historii? Bez komputera ,nie
chciato by mi si¢”, moze bym nawet nie dat rady.

A 7 nim rozwiazalem bez trudu znacznie ogdlniejsze
zadanie. Rozbudzil moja ciekawosé. .. az przyszedl
przesyt. Teraz juz to zadanie wcale mnie nie bawi.
Obawiam sie tylko najgorszego: ze moje (a raczej
mojego poczciwego Laptopka) wyniki sa banalne

i mozna do nich doj$¢ prostym, klasycznym, pieknym
rozumowaniem. Kto znajdzie takie wtasnie rozwiazania
tych zadan?



