Iloczyn réwny sumie

Rozpatrzmy réwnanie zy = x + y w liczbach
catkowitych dodatnich. Réwnanie to mozna zapisaé
w postaci (x —1)(y — 1) = 1. Zatem . — 1 =1
iy—1=1Lczyliz=21iy=2.

Rozwazmy teraz réwnanie zyz = x + y + z w liczbach
calkowitych dodatnich. Po podzieleniu obu stron przez
xyz otrzymujemy 1 = 1/yz + 1/zx + 1/ay. Zalézmy,
ze ¢ <y < z, co ze wzgledu na symetrie réwnania

nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan. Gdyby = > 2, to
1/yz < 1/4,1/zx < 1/4, 1/xy < 1/4 i w konsekwencji
1/yz+1/zax + 1/zy < 3/4, wbrew réwnaniu. Zatem

x = 1 i réwnanie wyjéciowe przyjmuje postaé
yz=14+y+ 2z, czyli (y—1)(z — 1) = 2. Stad
y—1=1iz—1=2,czyliy =21z = 3. Mamy wiec
rozwiazanie (z,y,z) = (1,2, 3), pozostale rozwiazania
sa permutacjami tej tréjki liczb.

Rozwazmy teraz réwnanie zyzt =x+y+ 2+t

w liczbach catkowitych dodatnich. Dzielimy obie
strony przez xyzt i otrzymujemy 1 = 1/yzt + 1/xzt +
+1/xyt + 1/zyz. Zaldézmy, ze ¢ < y < z < t. Gdyby
x>2,tol/yzt+1/xzt+1/ayt +1/ayz < 1/8+
+1/8+1/8+1/8 =1/2, wbrew réwnaniu. Zatem

2z = 1. Réwnanie przyjmuje posta¢ 1 = 1/yzt + 1/zt +
+1/yt+ 1/yz. Gdyby y > 2, to 1/yzt + 1/zt + 1/yt +
+1/yz2<1/8+1/4+1/4+1/4="7/8, whrew réwnaniu.
Zatem y = 1. Wyjsciowe rownanie wyglada teraz tak:

zt=z+1t+2, czyli (z—1)(t — 1) = 3. Wobec tego
z—1=1it—1=3,czyli z2=21it=4. Zatem
mamy rozwiazanie (z,y, z,t) = (1,1, 2,4) i wszystkie
permutacje tej czworki.

Wszystkie podane réwnania zapiszmy w postaci
ogolne;j:

12 ... Ty =T1 + T2+ ...+ Xy
Rozwiazanie kazdego takiego réwnania wymaga
indywidualnego podejscia w zaleznosci od konkretnej
wartosci n. Latwo jednak stwierdzié, ze dla
dowolnego n réwnanie to ma rozwigzanie, albowiem
(x1,22,...,2,) = (1,1,...,1,2 n) je spelnia.

——

n—2 jedynek
Nietrudno si¢ zorientowaé, ze zwickszajac liczbe
niewiadomych w réwnaniu, zwicksza sie liczbe
niewiadomych réwnych 1. Niech k£ bedzie taka
najmniejszg liczba naturalna, ze 2F > n. Zatézmy, ze
21 < T2 < ... <2y Wtedy 21 + 22+ ... + 2, < DTy,
czyli z129 ... 2y < Ny, skad 125 ... 21 <N < 2k,
Whioskujemy stad, ze co najwyzej k — 1 sposréd
liczb @1, xa, ..., xyp—1 jest wickszych od 1 (tj.
wiekszych lub réwnych 2) i tym samym co najmniej
n — k spo$rod niewiadomych 1, zo, ..., T, jest
réwnych 1. Na przyktad dla n = 1000000 mamy
k = 20, co oznacza, ze w tym przypadku co najmniej
999980 niewiadomych jest réwnych 1.
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Zadania beznadziejne,

Malo kto traktuje uprawianie matematyki jako zajecie powazne — wigkszo$¢

czyli matematykow widzi w jej uprawianiu pasjonujaca zabawe, emocjonujaca

matematyk sie bawi

rozrywke, wciagajaca gre. Aby to udokumentowaé, przytocze tu dwa problemy,
ktérych stopien trudnosci gwarantuje, ze jest to matematyka z gornej potki,

a sztafaz wyraznie wskazuje, ze jest to zabawa.

Robaki. Jak wiadomo, robak to odcinek jednostkowy,
z koncami oczywiscie, potozony na plaszczyznie

w dowolnie powyginany sposob. Kazdy robak

da si¢ przykry¢ pokrywka (obszarem, ktéry go
zawiera) o dowolnie malym polu. Jak jednak mata
moze by¢ pokrywka uniwersalna, czyli taka, ktora
mozna by przykry¢ kazdego robaka? Najprostsza
pokrywka uniwersalna, czyli koto, na pewno moze
mieé¢ promien 1/2; a wigc pole réwne /4 = 0,785.
Oczywiscie istnieja uniwersalne pokrywki o mniejszym
polu. Aktualny, tegoroczny rekord, to uniwersalna
pokrywka o powierzchni 0,2604370 — tak mikroskopijny
obszar pozwala przykry¢ kazdego robaka.
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A oto problem dla Czytelnikéw Delty. Wyobrazmy
sobie teraz pelna reprezentacje robakéw — kazdy
ksztalt w jednym egzemplarzu. Jak mato moga one
zajaé¢ miejsca, gdy sie starannie skupia (ale przecinaé
sie im nie wolno)? Czy miejsce to moze by¢
ograniczone? A gdy zapytamy o miejsce na tyle
przyzwoite, zeby mialo ono pole, to jak male moze
to pole by¢?

Mgietka. Przez kazdy punkt kwadratu (niech
bedzie jednostkowy) prowadzimy jaka$ prosta.
Oczywiscie prosta ta przechodzi takze przez inne
punkty kwadratu. Przechodzi tez przez punkty spoza
kwadratu. W wyniku tej operacji caly kwadrat jest
zakreskowany. I tu zadanie. Zrobi¢ to tak, zeby
zakreskowany byl tylko kwadrat, czyli tak, zeby
punkty poza kwadratem, przez ktére przechodza
proste, byly jak rzadziutka mgietka, tak rzadka,

by sumaryczne pole zamazanej czesci byto rowne
polu kwadratu, czyli 1. Innymi stowy, mgietka poza
kwadratem — mimo ze nieskonczenie rozlegta — ma
mieé pole réwne zeru. I tu kazdy od razu powie,

ze to niemozliwe. Tymczasem mozna wykazaé, iz

nie tylko jest to mozliwe, ale nawet tak bardzo, ze
przekreslonych punktéw poza kwadratem bedzie tak
malo, iz zachowywac si¢ beda jak liczby wymierne
wéréd wszystkich liczb rzeczywistych (uczenie: miara
Lebesgue’a przekreslonych punktow dowolnego obszaru
rozlacznego z kwadratem bedzie réwna zeru).
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