Droga do gwiazd...

Rozwazmy takie zadanie:

Liczby ze zbioru {1,...,12} nalezy rozmiescié w 12
wolnych polach (rys. 1), tak by suma kazdej czwdrki
liczb polgczonych odcinkiem byla stala i wynosita 26.
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Nasuwaja si¢ pytania:
(1) Tle jest mozliwych rozwiazan i jak ich szukaé?

b
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Rys. 1

(2) Co sie stanie, jesli wezmiemy inna liczbe niz 26

— jako sume?
L6 Y3 Y4 z2
Z5 Y1 Y6 3

Przy oznaczeniach, jak na rysunku 2, warunki zadania
moéwig, iz

o

o

Rys. 2

T2 +y4 + Y3 + 6 = 26,
(x) 22 +ys +ys+ x4 =26,
e + Y2 +y1 + x4 = 26,

1 + Y4+ ys + x3= 26,
1 +y3 + y2 + w5= 26,
T5 + Y1 + ye + x3= 26.

Pytanie (2) jest latwe. Kazda zmienna w ukladzie (x)
pojawia sie dwa razy (gdyz przez kazde kétko

na rysunku 1 przechodza dokladnie dwa odcinki).
Zatem po dodaniu stronami wszystkich réwnan (),
gdzie liczbe 26 zastapimy przez s, mamy:

2(x1 + xo + x5 + x4 + x5 + 6+
Y1+ Y2 + Yz +Ya Y5+ Ys) =
=2(14...412) =156 = 6s.
Cazyli s = 26.
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Pawel KUBIT

Mozna obliczy¢:

26-Y
2

gdzie Y = y1 + ... + ys, Przyjmujemy yo = Y.

A wiec z; = f(y1,...,y6) dlaj=1,...,6.

Ze wzoru tego wynika, ze wsréd liczb y; dwie lub

cztery sa parzyste. Natomiast nie da si¢ obliczy¢

yj = g(1,. .., 6).

T = + Y +Yji-1,

Szukalem rozwiazan na komputerze, jak tez

4z oléwkiem w reku” (jest to trudne). Podam trzy
przyktadowe rozwiazania i zobaczymy bardzo ciekawe
ich wlasnosci.

Rysunek 3 ilustruje,
ze sumy liczb w wierzchotkach
naltozonych tréjkatow
sa réwne 39 — Y/2.

Rys. 3. Y = 36.

Na rysunku 4 widzimy,
iz suma liczb w wierzchotkach
powstatego rombu
jest réwna 26. 4

(6411 +8+1=26)

Rys. 4. Y = 44.

Rysunek 5 jest ilustracja
faktu, ze sumy liczb

w wierzchotkach
powstalych
réwnoleglobokéw

sg rowne 26.

(2+9411+4=
=10+5+8+3=26).
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Rys. 5



Wreszcie: sumy liczb w dwoch przeciwleglych sobie
tréjkacikach (np. tych zaznaczonych grubsza linia)
sa réwne. Wynika to np. ze wzoru na x;. Istnieje
nawet rozwiazanie, w ktérym liczby 11 i 12 sa na
wspOlnym odcinku (y; = 3,8,10,2,11,4).

W gwiezdzie m-ramiennej suma po kazdym odcinku
musi by¢ réwna 4m + 2. Rozmieszczamy liczby

ze zbioru {1,...,2m}. Otrzymujemy m réwnan z 2m
niewiadomymi. Mamy wiec do sprawdzenia (2m)!/m!
ukladéw (o ile umiemy obliczyé x; = f(y1,...,Ym))-

Powstaje pytanie: dla jakich m istnieje rozwigzanie?

Gdy m = 5, prawdopodobnie
nie ma rozwiazania,

nie znam jednak

dowodu, iz tak

jest istotnie. ..

Rys. 6. m = 5.

Gdy m = 7, odpowiedz jest twierdzaca. Jak wygladaja
tu wzory na z; = f(y1,...,y7) i czy mozna znalezé
jakie$ ciekawe wlasnoéci rozwiazan — jak uczyniliSmy

to, gdy m = 67
@/@\a

Przypadek m = 8 jest szczegdlnie ciekawy. . .
Przykladowe rozwigzanie
wyglada tak.
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Rys. 8. m = 8. k/\QD/\/

Mozna tu zauwazy¢ nastepujace wlasnosci.

Pierwsza: sumy liczb w wierzchotkach natozonych
kwadratéw (tworzacych gwiazde) sa réwne
(1+16+4+8=5+11+7+6).

Druga: 10+134+24+14=154+349+4+12 =
=34+144+9+13=10+15+2+12.

Gdy m = 10, rozwiazanie moze by¢ np. takie:

y; =2,19,4,7,17,5,8,12,10, 18 (punkty wewnetrzne
gwiazdy), w wierzcholku lezacym najblizej y1 1 ya,

z = 16.

Na koniec przypadek m = 12. Kazde rozwiagzanie

(np. to, ktére wida¢ na rysunku 9) ma nastepujaca
wtasnosé: sumy liczb w wierzchotkach obu
szeSciokatow sg réwne (20 +4+184+5+21+6 =
=1+24+11+10+9+19) i w konsekwencji punkty
wewnetrzne gwiazdy y; dziela sie na dwie széstki

o réwnej sumie.

2242412416 +1747=234+34+13+14+15+8 =
=24234164+13+7+15=3+124+ 14417+ 8+ 22.

Rys. 9. m = 12.

Nie wiem, czy sa jeszcze jakie$ inne wtasnosci takich
rozwiazan, oraz czy istnieje m > 5, dla ktorego nie ma
rozwigzania. . .



