Zbiory rozmyte dla poczatkujacych

Piotr DWORNICZAK

Czy matematyka jest nauka Scista? Wigkszo$¢ odpowiada na takie pytanie
twierdzaco. A czy jest przydatna w zyciu, w innych naukach? Na to pytanie
odpowiedzi moga by¢ bardziej zréznicowane. Moze w technice, gdzie

wymagane sa dokladne obliczenia i precyzja, ale np. w biologii czy medycynie?
Dawno juz wy$miane zostaly zalecenia mdéwiace o tym, ze nalezy dziennie
spozywac¢ np. 57 g biatka, 189 g weglowodanéw itp. Obecnie wskazuje sie,

ze zapotrzebowanie organizmu to okoto tyle i tyle przy umiarkowanych
warunkach klimatycznych i ciezkiej pracy fizycznej. Gdzie tu Scista matematyka?

Otéz pojawila sie i tu, choé¢ co prawda, jak na czas jej rozwoju, stosunkowo
niedawno wraz z opisaniem tzw. zbioréw rozmytych.

Zbior (klasyczny) jest tzw. pojeciem pierwotnym, tzn.
pojeciem, ktérego nie mozna zdefiniowaé za pomoca
pojeé prostszych. Zaklada sie przy tym, ze dowolny
element do zbioru albo nalezy, albo nie nalezy.

W jezyku naturalnym czesto wystepuja jednak
okredlenia zbioréw, dla ktérych wtasciwie niezbedne
jest wprowadzenie poérednich stopni przynaleznosci
elementéw. Popularnym przyktadem takiego

zbioru jest zbiér W ludzi wysokich. Czy czlowiek,
majacy 170 cm wzrostu, jest wysoki? A 169 cm?

A 168 cm? Gdzie lezy granica miedzy ,wysokimi”,

a ,nie wysokimi” ludzmi? Proba ustalenia takiej
granicy jest $mieszna i nie moze skonczy¢ sie
zadowalajacym rezultatem, usilujemy bowiem przejéé
w tym miejscu z wygodnego, naturalnego opisu Swiata
za pomoca pojeé¢ jakosciowych do opisu za pomoca
pojeé ilosciowych.

Nie nalezy tego problemu porzucaé, lecz przyjac,

ze kazdy czlowiek jest wysoki, ale w pewnym

stopniu! Stopien ten jest podany za pomoca liczby

z przedziatu [0, 1]. Moze to wygladaé¢ nastepujaco:
ludzi o wzroscie ponizej 150 cm nie uwazamy

za wysokich, wiec przypisujemy im stopien 0
przynaleznoéci do zbioru W ludzi wysokich, natomiast
ludzi o wzroécie powyzej 180 cm za wysokich uwazamy
— przypisujemy im stopien przynaleznosci réwny 1.
Osoby o wzroscie miedzy 150 a 180 cm moga by¢
réwniez uznane za ,wysokie”, przy czym stopien
przynaleznodci jest posredni — miedzy 0 a 1.

Mozna to przedstawié¢ graficznie jak na rysunku 1.
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Rys. 1. Funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego ludzi ,wysokich”.

7 punktu widzenia matematyki jest to wykres
pewnej funkcji. Warto$é u(z) w danym punkcie z
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(tzn. dla danego wzrostu x) interpretowana jest
jako stopien, w jakim osoba o wzroscie x nalezy
do zbioru W ludzi wysokich.

Tego typu koncepcje opisu nieostro okreslonych
zbioréow podal po raz pierwszy w artykule ,,Fuzzy
sets” w czasopismie Information and Control w 1965
roku Lofti A. Zadeh, nazywajac je zbiorami rozmytymi
(fuzzy sets).

Formalnie zbior rozmyty A okreslony w pewnej
przestrzeni X to zbior

A={(z,pa(x)) :z € X},

gdzie pa : X — [0,1] jest funkcjg nazywang funkcjg
przynaleznosci zbioru rozmytego A.

Wartosé pa(x) jest wiec liczba z przedziatu [0, 1],

a nagywana jest stopniem przynaleznosci elementu x
do zbioru A. Podanie zbioru rozmytego jest, inaczej
moéwiac, podaniem klasycznego zbioru elementow,
ktorych przynalezno$é rozwazamy, wraz z ich
stopniami przynaleznosci. Zbiér X nazywany jest
przestrzenia albo uniwersum, na ktérym okreslamy
zbiér rozmyty. W przyktadzie o ,,wysokich” osobach
uniwersum to zbiér ludzi (dokladniej — wzrostu ludzi).
Mamy tu pierwsza osobliwosé zbioréw rozmytych:

funkcja przynaleznosci, tzn. funkcja okreslajgca
zbidr rozmyty, jest subiektywna (!), podawana przez
czlowieka.

Rozwazmy inny przyktad. Mamy cztery

pralki oznaczone p,r, s,t, o podanych cenach

1000 z1, 1100 zt, 1300 zt, 1700 zt i klasach
energetycznych D, C2, B,C1. Zbiér T tanich pralek
moze by¢ okreslony nastepujaco:

T ={(p;1),(r;0,9), (5;0,7), (1 0,4)},
co oznacza, ze pralke p uznajemy za tania w stopniu 1,
pralke r w stopniu 0,9 itd. Inaczej zbiér T' zapisuje sie
w postaci

T ={p/1,r/0,9,s/0,7,¢/0,4}.

W tym przypadku uniwersum to zbiér tylko tych
czterech rozwazanych pralek. Jest to zbior skonczony
i dlatego wygodnie zapisywac zbior rozmyty w jednej
7 powyzszych postaci.



Okreslmy jeszcze (np. na podstawie pewnych danych
fabrycznych) zbiér pralek energooszczednych

E ={p/0,3,r/0,5,5/0,7,t/0,4}.
Pojawia sie teraz naturalne pytanie o wybér
pralki, ktéra bedzie tania i energooszczedna.
7 punktu widzenia algebry zbioréow chodzi
0 wyznaczenie cze$ci wspolnej dwoch zbiorow
rozmytych. Najczesciej stosowane podejscie zostalo
wprowadzone przez Zadeha. Stopniem przynaleznosci
danego elementu x do zbioru A N B jest minimum
ze stopni przynalezno$ci do zbioru A i do zbioru B.
W przyktadzie z pralkami

TNE={p/0,3,r/0,5,5/0,7,t/0.4}.

Zatem najbardziej ,tania i energooszczedna” pralka
to s.

Widaé¢ w tym momencie przewage zbioréw rozmytych
nad klasycznymi. Przy wyborach na podstawie

kilku kryteriéw w przypadku zbioréw klasycznych
najczesciej dochodzi sie do wniosku, ze nie ma
elementu spelniajacego jednocze$nie wszystkie
postulowane warunki. W przypadku stosowania
zbioréw rozmytych kazdy (!) element spelnia wszystkie
warunki, aczkolwiek w pewnym stopniu. Nalezy
nastepnie znalez¢é taki, dla ktérego stopien ten jest
najwiekszy. Wybory podobne do wyboru naszych
pralek moga dotyczy¢ wielu powaznych zagadnien.

Powyzej przedstawione wyznaczenie iloczynu
zbioréw nie jest jednoznaczne. Najczedciej stopien
przynaleznosci okresélany jest formula

prans (@) = min{pa(z), ps(2)}.
Innym sposobem wyznaczenia tego stopnia jest tzw.
iloczyn algebraiczny lub probabilistyczny

Hans (@) = pa@) - up(a).

Nie mozna podaé jednoznacznego sposobu
wyznaczenia iloczynu zbioréw rozmytych. Funkcje
przynaleznosci iloczynu typu minimum wyznaczy¢
mozna tatwo jak na rysunku 2.
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Rys. 2. Funkcja przynaleznosci (typu minimum) iloczynu zbioréw
rozmytych A i B.
Podobne jak przy iloczynie problemy wystepuja przy
wyznaczaniu sumy zbiorow rozmytych. Najczesciej
stopien przynaleznosci wyznaczany jest formula
podang przez Zadeha

paup(z) = max{pa(z), pp(2)}-
Innym sposobem wyznaczenia tego stopnia jest tzw.
suma algebraiczna lub probabilistyczna

pav (@) = pa(@) + up(@) — pale) - pp(a).
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Nie mozna podac jednoznacznego sposobu
wyznaczenia sumy zbioréw rozmytych. Latwo
mozna graficznie pokazaé¢ wyznaczenie sumy postaci
maksimum jak na rysunku 3.
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Rys. 3. Funkcja przynaleznosci (typu maksimum) sumy zbioréw
rozmytych A i B.

Oprécez sumy i iloczynu zbioréw podstawowym
pojeciem jest takze dopelnienie zbioru rozmytego.
Dla danego zbioru rozmytego A okreslonego przez
funkcje przynaleznosci pa dopelnienie A’ okreSlone
jest przez funkcje przynaleznosci

par(z) =1— pa(z).
Przyktadowo, gdy w przestrzeni X = {a,b,c,d}
okreslimy zbioér A postaci

A={a/0,4,b/0,5,¢/1,d/0,1},
to

A" ={a/0,6,b/0,5,¢/0,d/0,9}.
Dopelnienie mozna tez zobrazowaé graficznie jak
na rysunku 4.
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Rys. 4. Funkcja przynaleznosci dopelnienia zbioru rozmytego A.

W wigkszosci zrédel nie podaje si¢ innego sposobu
wyznaczenia dopelnienia zbioru rozmytego. Nie znaczy
to jednak, ze jest to niemozliwe. Ogolnie dopelnienie
zwiazane jest z operatorem logicznym negacji, nie
mozna go jednak wyznaczy¢ jednoznacznie. Mamy
zatem druga osobliwos¢ zbioréw rozmytych:

czesé wspolna i suma zbiorow rozmytych oraz
dopelnienie zbioru rozmytego mogq byc okreslone
poprawnie na rézne sposoby (!).

W klasycznym rachunku zbioréw wystepuje jeszcze
réznica zbiorow A — B, ale poniewaz zachodzi rownosé
A — B = AN B, wiec korzysta si¢ z niej rowniez

w rachunku zbioréw rozmytych, wykorzystujac
oczywiscie rézne okreslenia czesci wspolnej

i dopelnienia.

Przy definicji i dzialaniach na zbiorach rozmytych
podstawowa sprawa jest okreslenie funkcji



przynaleznosci. Zazwyczaj funkcje te okreslane sa
przez czlowieka-eksperta, przy uwzglednieniu jego
doswiadczenia i wiedzy oraz danych opisujacych
rozwazane obiekty. Jest to kolejna osobliwo$¢:

okreslenie funkcji przynaleinosci zbiorow rozmytych
i adekwatnych dzialan na nich jest wielkq sztukg, bo
nie jest jednoznaczne.

Czy wobec réznorodnych trudnosci i osobliwosci
warto stosowaé zbiory rozmyte i je bada¢? No

c6z, na co dzien sSwietnie dajemy sobie rade

z rozumieniem i przetwarzaniem informacji typu
,przyjdz okolo czwartej na spotkanie w gronie
najblizszych znajomych i przynies troche tych dobrych
kietbasek do grilowania”. Skoro wiec czesto operujemy
nieprecyzyjnymi jako$ciowymi ludzkimi okresleniami,
to — by¢ moze — nalezy rowniez przetwarzaé je na
Hludzki” sposéb.

Niezaleznie od wad i zalet teoria zbioréw rozmytych
rozwija sie i jest stosowana. Najwicksza osobliwoscia
jest, moim zdaniem, wtasnie to, ze to wszystko

dziala w praktyce! Zbiory rozmyte sa z powodzeniem
stosowane w technice i przynosza wymierne, konkretne

w rownowadze.

drewno liCZby z € R
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i zupelnie nierozmyte korzysci. Coraz czedciej
spotykamy na urzadzeniach napis fuzzy lub fuzzy
logic — FL. Tak jest, na przyktad, w przypadku
dostepnych na naszym rynku pralek: Candy —

ACS 1040, ACS 840, CSBL100PL, Hoover — Al

1040, AT 120, AL 120, Miele — W 487 WPS, W 433E,
Elektrolux — EW 1220N, EW 1267F, Siemens — WIQ
1430, chlodziarko-zamrazarek: Haier — HRF 348A,
HRF 368A, HRF 368/2, kamer video: Sanyo, Sony
(w tych kamerach chodzi o optymalizacje ostrosci
oraz kompensacje przypadkowych poruszen kamery
zwiazanych z drganiem reki i umiejetnosci odréznienia
ich od ruchu filmowanego obiektu i ruchu kamery
przy robieniu panoramy — dzieki FL zapobiega sie
»bezmyslnemu” dziataniu stabilizatora obrazu).

Zainteresowanym zbiorami rozmytymi polecam
literature (tu tylko wybrane pozycje po polsku):
J. Kacprzyk: Wieloetapowe sterowanie rozmyte. WNT,
Warszawa 2001.

A. Lachwa: Rozmyty Swiat zbioréw, liczb, relacji, faktéw i decyzji.
AOW EXIT, Warszawa 2001.

A. Piegat: Modelowanie ¢ sterowante rozmyte. AOW EXIT,
Warszawa 1999.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 605. Do belki o réwnych ramionach przymocowane sg dwa ciezary
o jednakowej masie. Kazdy z nich jest zanurzony w cieczy o gestosci p; i pa,
odpowiednio. Znalez¢ stosunek gestosci ciezarow, dla ktérego waga znajduje sie

F 606. Dwie kulki o jednakowym promieniu R = 1 cm, jedna z aluminium,
druga z drewna, potlaczone dluga nicia, sa w calosci zanurzone w wodzie,
poruszajac sie ze stala pionowa predkoscia. Znalez¢ sile oporu wody
dzialajaca na kazda z kulek. Gestogé aluminium p; = 2,7 - 103 kg/mg, drewna
p2 =0,5-103 kg/m®, wody po = 1- 103 kg/m>. Przyjac, ze przyspieszenie
ziemskie wynosi g = 10 m/s”.

Rys. 1 Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

[2] 1 {x} = = — [z] oznaczaja, odpowiednio, czesé catkowita i cze$é utamkowa

M 1039. Niech a,, = [[—”n]], n =1,2,... Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi

nier6wnosé an+1 < ayn 7

M 1040. Udowodni¢, ze jedli [yn+ 3] =[V/n+ 1+ 1] dlan €N, to n =a® +a,

M 1041. Udowodni¢, ze [¢/n+ ¢/8n+ 3] = [¥/27n + 1] dla wszystkich n € N.

g
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aluminium
dla pewnego a € N.
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