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W tym artykule pokazemy trzy przyklady, z ktérych widaé, ze
prawdopodobienstwo warunkowe ma, mimo prostej definicji, zaskakujace
wlasnosci. Zaczniemy od przyktadu, ktéry mozna spotka¢ w prawie kazdym
podreczniku, nastepnie podamy przyklad zwiazany z grami losowymi,

a zakonczymy przykladem z medycyny.

Przyktad 1
Losujemy jedna rodzing sposrdd rodzin z dwojgiem gdzie pierwszy element pary oznacza mlodsze dziecko,
dzieci. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze a drugi — starsze.

wybierzemy rodzine z dwoma chlopcami, jesli wiemy,

ze W tej rodzinie:
a) starsze dziecko jest chlopcem,
b) jest co najmniej jeden chlopiec.

Rozwiazanie. Przyjmiemy, ze zbior zdarzen
elementarnych 2 sklada sie z czterech jednakowo

prawdopodobnych par:

W punkcie a) spodziewamy sie odpowiedzi 1/2
i rzeczywiscie
1

P({(¢,0)}{(c, ), (d, c)}) = 5

Natomiast odpowiedZ na pytanie b) moze by¢
niespodzianka:

SN
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{(c.0), (¢, d), (d; ), (d, d)}, P({(c;0)} (e, ), (d,c), (e, d)}) = 3.

Rozwigzanie zadania F 605.
Warunek réwnowagi daje:
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Drugi przyktad dotyczy oceny szans w grze wywolujacej wiele emocji zaréwno
wsrod uczestnikéw, jak i telewidzéw w USA w latach 90. ubiegtego wieku.
Jeszcze wigcej emocji wzbudzito rozwiazanie.

Przyktad 2

Po dojsciu do ostatniego etapu teleturnieju uczestnik ma wybraé jedne drzwi
sposréd trojga. Wie, ze za jednymi jest samochod, a za pozostalymi zywe gesi.
Dokonuje wyboru. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze grajacy wybral drzwi
nr 1. Wtedy prowadzacy (ktéry wie, gdzie co jest) otwiera jedne z pozostalych,
a mianowicie te, za ktorymi jest ges. Niech to beda drzwi nr 2. Teraz uczestnik
moze pozostaé¢ przy swoim wyborze lub zmieni¢ go, czyli wybra¢ drzwi nr 3.
Co powinien zrobi¢?
Rozwiazanie. Wynikiem tego doswiadczenia jest sposéb rozmieszczenia obiektéw
i, co nie mniej wazne, podpowiedz prowadzacego. Zatem
Q= {(AGGa 2)7 (AGG, 3)7 (GAG, 3)7 (GGA, 2)}7
przy czym pierwsza tréjka wskazuje, gdzie jest auto (A), a gdzie ges$ (G),
a liczba méwi, ktore drzwi wskazal prowadzacy. W sytuacji (AGG) prowadzacy
moze wybraé¢ drzwi, ktére otwiera. Jego strategie opisuje prawdopodobienstwo
otwarcia drzwi nr 2, czyli liczba p € [0,1].
Wtedy
P{(AGG,2)}) = p/3 =1—- P({(AGG,3)}).
W pozostalych przypadkach prowadzacy nie ma wyboru, tzn.
P{(GAG,3)}) =1/3 = P({(GGA,2)}).

Wobec tego, gdy zdarzenie W oznacza wygrana przy zmianie decyzji,
Dy — wskazanie przez prowadzacego drzwi nr 2, to
PWNDy) P{(GGA,2)}) B /3 1

P(D») P({(GGA,2),(AGG,2)}) p/3+1/3 1+p

P(W|D2) =

1
Poniewaz T+ > 1/2 dla p € [0,1], wiec zawsze lepiej zmieni¢ wybdr, bowiem
p

szansa wygranej, gdy gracz pozostaje przy pierwotnym wyborze, jest réwna 1/3.
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Trzeci przyklad dotyczy testow diagnostycznych. Rozwiazanie wymaga zastosowania wzoru Bayesa, w ktérym

z pozoru proste rachunki daja nieoczekiwane wyniki.
Przyktad 3

Lekarze uzywaja dwoch wskaznikow jakosci testu.

Czulosé testu jest zdefiniowana jako odsetek chorych,
u ktérych test daje wynik dodatni. Swoistosé testu to
odsetek zdrowych, u ktorych test daje wynik ujemny.

i) Test na rzadka i grozna chorobe, ktéra dotknieta
jest srednio jedna osoba na tysiac, daje falszywy
wynik dodatni u 10% zdrowych (u chorego daje
zawsze wynik dodatni). Jaka jest szansa, ze osoba,

u ktorej test dal wynik dodatni, jest faktycznie chora?
Zaktadamy, ze nic nie wiemy o innych mozliwych
objawach u badanej osoby.

Niech zdarzenie A oznacza wynik dodatni,

Hy — chorego, Hy — zdrowego. Ze wzoru Bayesa
obliczamy

P(A[H:)P(H,)

P(H{|A) = P(A|H,)P(Hy) + P(A|Hy)P(H>) -
1.1
_ 1000 10 ~ 0,0099.

1 T 0999
1 1566 + 76 “ 1000 1009

Jest to okoto 1%.

Test omawiany w tym przykladzie ma czulosé 100%

i swoisto$¢ 90%. Gdy swoisto$é testu wzrosnie do 95%,
to obliczane prawdopodobiefnstwo wzrasta do 2%.
Mimo tak doskonalych wskaznikéw wynik dodatni

w tym tescie znaczy niewiele, i co najwyzej sugeruje
konieczno$¢ dalszych badan.

ii) Czulosé i swoistosé testu sa prawdopodobienstwami
warunkowymi, co wida¢ bezposrednio z definicji.
Zbadamy teraz jako$¢ pewnego testu, powszechnie
stosowanego w celu stwierdzenia, czy pacjent ma
chorobe wiencowa. Jest to préba wysitkowa, ktorej
czulo$¢ wynosi 65%, swoistosé zas 85% (dane za:
Robert L. Bratton, Sprawdziany testowe z medycyny
rodzinnej. Wiedza Medyczna, Centrum Medyczne
Ksztalcenia Podyplomowego, Warszawa 2001).

Zal6ézmy, ze jest 10% chorych na chorobe wienicowa.
Obliczy¢

a) prawdopodobienstwo tego, ze préba wysitkowa
doprowadzi do prawidlowej diagnozy;

b) prawdopodobiefistwo tego, ze pacjent z wynikiem
dodatnim jest chory;

¢) prawdopodobienstwo tego, ze pacjent z wynikiem
ujemnym jest zdrowy.

Rozwiazanie. Oznaczmy zdarzenia nastepujaco:
C — pacjent chory,

7 — pacjent zdrowy,

D — dodatni wynik testu,

U — ujemny wynik testu.

7 warunkéw zadania wynika, ze

P(C) =0,1,

P(Z)=0,9,

P(D|C) = 0,65 (jest to czulosé testu),

P(U|Z) = 0,85 (swoistos¢ testu).

a) Prawdopodobienstwo prawidlowe]j diagnozy jest

rowne

P(DNCYUUNZ)=P(DNC)+PUNZ) =

= P(D|IC)P(C)+ P(U|Z)P(Z) =
=0,65-0,1+0,85-0,9=0,83.

Otrzymalismy $redniag wazona obu wskaznikow;

83% jest calkiem przyzwoita wiarygodnoscia.

b) Prawdopodobienstwo tego, ze osoba z dodatnim
wynikiem jest chora

P
(DICYP

_ |C)P(C)
P(CID) = (

)+ P(D|Z)P(Z)
B (DIC)P(C) _
P(D|C)P(C) + (1 - P(U|2))P(Z)
B 0,65 - 0,1 B 65
©0,65-0,14+0,15-09 65+ 135
Tak nieduze prawdopodobienstwo nie powinno jednak
uspokajaé osoby z wynikiem dodatnim. Nie moze ona
uwazacé sie za losowo wybrana z calej populacji, bo
jesli juz zglosita sie¢ do lekarza, to pewnie miata jakies
powody.

QT

Q|

= 0,325.

Zreszta w przypadku choroby wienicowej decydujace
znaczenie dla oceny szans chorego ma pleé, ktorej
w ogoble nie wzieliémy pod uwage!
¢) Prawdopodobienistwo tego, ze osoba z ujemnym
wynikiem jest zdrowa, wynosi
PU|Z)P(Z

PU|Z)P(Z)+ P(U|C)P(C)
_ PU|Z)P(Z) _
- P(U|Z)P(Z) + (1 - P(D|C))P(C)
B 0,85-0,9 765
©0,85-0,94+0,35-0,1 765+ 35

I tu rzeczywiscie test sie sprawdzil.

~ 0,956.

Jedli Czytelnik jest zaskoczony wynikami, niech narysuje zbiér zdarzen
elementarnych 2 w postaci prostokata i niech zadba o to, by pola figur,
reprezentujacych zdarzenia, bylty zgodne z danymi. Wtedy okaze sig, ze
wszystkie odpowiedzi sa oczywiste. Céz, jesteSmy wzrokowcami, a rachunkami
zajmujemy sie (jako gatunek) zaledwie od paru, moze parunastu tysiecy lat.
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