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Rozwigzanie zadania M 1039.
Jesli

[Vn ¥ 1] = [Val,
to n+1 < n
Va+1 | WAl

wiec an41 > an. Mamy
Wn+1] > [Vn] <= n+1=m’
dla pewnego m € N. Jedli n + 1 = m?, to

m?
apt1 = |— | =m
m

oraz
2

|:m -1
an =

m — 1

:|:m+14

Szukanymi liczbami sg zatem liczby
postaci m? — 1.
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Rozwigzanie zadania M 1040.
Dla dowolnego n € N mamy
1
2

1
|:\/71, + 1+ 5} = {ﬁ-&-
. 1 3
[\/n+1+§} = [ﬁ+5
Drugi przypadek zachodzi wtedy,

gdy {vn +1} > % oraz {/n} < 3.

To oznacza, ze

vVn+1>[vVn+1]+

oraz
1

() Vi< [Vnl+ 35 =a+
(a”Z' [Vn + 1)), gdyz jesli

lub

— +1
=a By

1
3

to
n:azfl,

ale wéwczas
1 1
= 1/a2 — 1 7 Z=qg-=
NZD a {[\/ﬁ]-&-z a 5

dla a > 2. Nieréwnosci (%) mozemy zapisaé
w postaci

. 2 1
n+1>a +a'+Z
oraz
5 1
n<a +a+Z,

czylin = a? +a, c.n.d.

Pozorna trudnosé
Oto zadanie:

Trojkgt ABC' jest réwnoboczny i ma bok o dlugosci 1. Jakq figure tworzg
punkty P opisane przez warunek

AP? + BP? +CP?* =27
Zadanie to moze by¢ trudne, gdy patrzy sie na nie z osobna. Nawet nie pomaga

wskazowka, ze jest to okrag. Ani nawet, ze jest to okrag opisany na trojkacie
ABC. Bo jak to udowodnié¢?

Natomiast rzecz staje sie tatwa, gdy staniemy przed pozornie znacznie bardziej
skomplikowanym zadaniem:

Udowodnic, Ze na plaszczyznie figura, ktorg tworzq punkty P opisane réwnaniem
a1 'A1P2+042'A2P2+...+Oén'AnP2 =\
niezaleznie od polozenia punktow Ay, As, ..., An, jest

— okregiem, punktem lub zbiorem pustym, gdy o1 + as + ... + a, # 0,
— plaszczyzng, prostq lub zbiorem pustym, gdy o1 + ao + ... + o, = 0.

Zostawiajac na chwile problem dowodu, widzimy, ze w naszym poczatkowym
zadaniu rzeczywiscie otrzymujemy okrag opisany, bo kazdy z punktéw A, B, C
nalezy do tej figury (mamy wtedy 12 4+ 12 = 2), a suma wspétczynnikéw jest
1+1+1#0.

Ale dlaczego dowdd tego ogdlnego twierdzenia nalezy uznaé za tatwy?
Dlatego, ze wiedzac, jak ogdlna jest to prawidlowosé, odpowiednio dobieramy
srodki dowodowe. Nie moze by¢ to np. nic zwiazanego z polozeniem danych
punktéw itd. I wtedy jedyne, co nam pozostaje, to jakas prawidlowos$é
algebraiczna, a wiec stosownym s$rodkiem bedzie uzycie do rozwiazania
wspbélrzednych. Od tego momentu wszystko juz idzie latwo. Kazde
z sumowanych wyrazen jest postaci
ai((z—z:)* + (y — wi)?),

gdzie P = (z,y) 1 A; = (x4,y:), czyli postaci

ai(z? +y*) + viw + iy + 05,
przy czym doktadna warto$é 4;, d; i 6; mozna tatwo obliczy¢é (choé nie warto).
Interesujaca nas suma to

n n n n
Zai($2 +y%) + Z%‘iﬁ + Z diy + Z9i-
i=1 i=1 i=1 i=1
I teraz, gdy suma «; jest rozna od zera, mozemy przez nig podzieli¢ dowodzong
rownosé, otrzymujac rownosé postaci
2+  + T+ Ay+0 =A,
gdzie tatwo obliczy¢ wartosci I', A, © i A (ale tez nie warto). Powyzsza réwnosé
mozna zapisaé¢ jako
1F ’ 1A ’ A-0© !
() (e+30) +(v+38) =a-0+7
Oznaczmy prawa strone réwnosci przez Z. Jesli Z > 0, to réwnanie ()
przedstawia okrag o $rodku ( — éF, féA) i promieniu vZ. Gdy = = 0, okrag
ma promien zerowy, czyli jest punktem. Wreszcie dla Z < 0 otrzymujemy zbior
pusty. Z kolei gdy suma «; jest zerowa, mamy réwnanie postaci
Yo+ oy =7,
(wartodci T, @ i ¥ znéw latwo obliczy¢ i zndéw nie warto), ktére dla T = & =0

przedstawia plaszczyzne, gdy W = 0, lub zbiér pusty, gdy ¥ # 0. W pozostalych
przypadkach jest to réwnanie stopnia 1, czyli réwnanie proste;j.

1
I? + -AZ
T

Oczywiscie, korzystajac z tej ogblnej prawidtowosci mozna utozyé wiele
konkretnych zadan, takich jak to, od ktérego zaczelidémy. Przez swoja
szczegbolowo$é moga one niejednemu sprawi¢ sporo klopotow.

Marek KORDOS
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