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Skrét regulaminu

®
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Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 467, 468

467. Czy istnieje wielomian P(x,y) dwdch zmiennych
rzeczywistych, o wspdétezynnikach rzeczywistych,
ktorego zbiér wartosci pokrywa sie¢ ze zbiorem
wszystkich liczb dodatnich?

468. W niemalejacym ciagu a1, ag, as, ... o wyrazach
naturalnych kazda liczba naturalna k& wystepuje

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2003

463. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg diugoéé linii tamanej

zamknietej o nastepujacych wlasnosciach:

e wierzchotki lamanej sg ré6znymi punktami przestrzeni R3,
ktérych wspdlrzedne nalezg do zbioru {0, 1, 2};

e kazde dwa sasiednie boki lamanej sa prostopadte i maja
dlugosé 1.

463. Punkty o wspolrzednych réwnych 0 lub 2 sa
wierzchotkami sze$cianu ) o krawedzi dtugosci 2.

Na kazdej z dwunastu krawedzi tego szescianu moze
leze¢ co najwyzej jeden bok rozwazanej tamanej £,

(co wynika z warunku prostopadlosci sasiednich bokéw).
Kazdy wierzchotek szescianu @, ktéry jest wierzchotkiem
tamanej £, jest koncem dwoch jej bokéw lezacych

na krawedziach szescianu (). Stad wniosek, ze lamana £
moze przechodzié¢ przez co najwyzej szes¢ wierzchotkow
sze$cianu @), omijajac co najmniej dwa z nich.

To pokazuje, ze spoérdéd 27 punktéw o wspdirzednych

0, 1, 2 nie wiecej niz 25 punktéw moze by¢ wierzchotkami
tamanej £.. Kazdy jej bok taczy dwa punkty, z ktérych
jeden ma sume wspélrzednych parzysta, a drugi
nieparzysta. Liczba bokéw (czyli dtugo$é £) musi zatem
by¢ parzysta, skoro tamana jest zamknieta. Tak wiec
dlugos¢ tamanej £ nie przekracza 24.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA

doktadnie k razy. Poda¢ wzér jawny, przedstawiajacy

n-ty wyraz a, jako funkcje zmiennej n, wyrazajaca si¢
przez dzialania arytmetyczne, potegi/pierwiastki oraz

symbol |z] (cze$é calkowita liczby x).

Zadanie 468 zaproponowal pan Pawet Kubit
z Krakowa.

Przypominamy tres¢ zadan:

464. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC, a proste AP, BP, CP
przecinaja boki BC', CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F'.
Dowiesé, ze

|AP|-|BP|-|CP|>8-|PD|-|PE|-|PF|.

Jest to szukane maksimum, bowiem istnieje lamana
o dlugosci 24, spelniajaca postawione warunki.
Przyktad jest pokazany na rysunku.

464. Oznaczmy pola tréjkatéw ABC, PBC, PCA, PAB
odpowiednio przez S, S, Sp, Se oraz przyjmijmy

L Sa S S
_S7 y_S7 _S7
r+y+z=1

liczby z, y, z to wspétrzedne barycentryczne punktu P
w trojkacie ABC'. Ich érednia harmoniczna nie przekracza
$redniej arytmetycznej, réwnej 1/3. Zatem
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Zachodza proporcje:

|AP| |AD|—|PD| |AD| _1_i_1_ 1—=z
|PD| |PD| ~|PD| S, I
i analogicznie
|[BP| 1—y [CP| 1—=z
|[PE|  y ' |PF|] =z
Wobec tego
AP| |BP| |CP| _ (1-2)(1-y)(1-2) _
|PD| |PE| |PF| Yz
1 — (z+y+2) + (yztzatay) —xyz
= o =
L1l
r Yy z

i mamy dowodzong teze.
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mozliwe?

Termin nadsylania rozwigzan:

Zadania z fizyki nr 364, 365

364. Jednorodny szescian wisi na nici, dotykajac $ciany (rys. 1).
Ni¢ tworzy ze $ciang kat «. Jaka jest minimalna wartosé
wspdblezynnika tarcia statycznego szedcianu o $cianeg, aby bylo to

365. Rurka o ksztalcie litery U o obu konicach zatopionych
zawiera rte¢ oraz dwie objetosci gazu (rys. 2). W pozycji
pionowej (gdy gaz byl na gérze), dlugosci stupéw gazu

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rys. 1

31 X11 2003  wynosity 12 cm i 18 cm. Gdy rurke odwrécono o 180° bez

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
455 (WT = 1,66) i 456 (WT = 2,97)
z numeru 2/2003
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 37,40
Michatl Adamaszek — Kety 33,39
Michat Jézwikowski — Blonie 33,32

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2003

360. Oceni¢ orientacyjnie maksymalng predkos¢ todzi o dlugosci
10 m, szerokodci 2 m i masie 2 t, jesli napedzajacy ja silnik rozwija

moc 50 kW.

361. Wedlug ogdlnej teorii wzglednosci gwiazda odchyla
przebiegajace w jej poblizu promienie $wietlne. Odchylenie to mozna
analizowaé, przyjmujac, ze na zewnatrz gwiazdy o masie M

360. Oznaczmy przez N sile nodna dziatajaca na t6dz
wskutek odrzucania w dét strumienia wody. Cigzar
todzi nalezy przyréownaé do sumy N i sity wyporu,
réwnej iloczynowi gestoséci wody p przez przyspieszenie
ziemskie, dtugosé todzi i pole pionowego przekroju czesci
zanurzonej S. Po podstawieniu wartosci liczbowych
w uktadzie SI otrzymujemy réwnanie
2.10* =N +10° - S.
Praca silnika przechodzi w energie kinetyczna wody —
czesciowo ,rozpychanej” przez kadtub todzi, a cze$ciowo
odrzucanej do tytu i wprawianej w ruch wirowy przez
$rube. Zalézmy, ze te czesci sa réwne, a wiec potowe
s ; 1dm » . .
mocy silnika przyréwnamy do T gdzie v, jest
predkoscia wody ,rozpychanej” przez 16dz. Przyjmijmy,
ze ta predkosé jest réwna 1/3 predkosci todzi v, natomiast
m , . L L
—— przyréwnamy do iloczynu pSv. Podstawienie wartosci
liczbowych daje drugie réwnanie
Sv? = 450.
Aby oszacowac site nosna, przyjmijmy, ze daje do niej
wktad polowa rozpatrywanej wyzej ilosci wody (czyli
polowa jest odrzucana przez 16dz w doét). Zatem
1 1 dm
N==-.2yp 22
2 3" @t
Po wyeliminowaniu N i S z ukladu réwnan otrzymujemy
réwnanie trzeciego stopnia

=167 v2S.

0,75 = 450

+—.

v v

Otrzymana warto$é predkosci v wynosi 14,5 m/s &~ 15 m/s.
Oznacza to, ze 26% cigzaru todzi jest réwnowazone przez
site nosna, a 74% — przez sile wyporu. Pominigcie sity
no$nej zmniejszytoby obliczona predkosé do 13,1 m/s.
Podana szerokos¢ todzi nie odegrata w powyzszych
obliczeniach istotnej roli.

0,2 =

15

zmiany temperatury, dtugo$é¢ pierwszego stupa gazu spadta IZI 18
do 6 cm, przy czym stup rteci nie ulegl przerwaniu.
a) Ile wyniosa dlugosci stupéw gazu, jesli rurke polozyé

poziomo, a temperatura pozostanie niezmieniona?

b) Ile wyniosa dlugosci stupéw gazu, jesli rurka pozostanie
w pozycji wyjsciowej, a temperatura wzrosnie z poczatkowej Rys. 2
wartosci 20° C do 80° C?

Przypominamy tres¢ zadan:

w odlegtosci r od jej sSrodka wspoétczynnik zatamania przestrzeni

2a
wynosi n =1+ —, gdzie a = C]L[/(:2 (M — masa gwiazdy, G — stala
grawitacji). Obliczy¢ kat odchylenia promienia przebiegajacego tuz
obok Stonca. Jedli zréodto swiatla jest bardzo odlegte, to czy czas
zwloki (nadwyzka czasu przejscia promienia, wynikajaca z jego
spowolnienia w polu grawitacyjnym) ma skoniczona warto§é? Masa
Storica wynosi 2 - 1030 kg, érednica 1,4 - 10% km.

361. Rézniczkujac prawo zatamania, stwierdzamy,

ze promien przechodzacy od osrodka o wspotczynniku
zatamania n do oérodka o wspotczynniku zalamania n + dn
i padajacy na powierzchni¢ graniczng pod katem « zmienia
kierunek o

da = (dn/n) tga.
Poniewaz odchylenie promienia jest bardzo mate, wiec
warto$é kata a w tym wzorze mozemy podstawié¢ tak,
jakby promieni biegl po prostej (rysunek), tzn.

tgax = ———

& /2 — R2

(R — odleglos$é najwieckszego zblizenia, czyli promieri
Storica).

Podstawiamy
2
n=l, dn = —gdr
r

(mniejsza o znaki, oczywidcie promieni odchyla si¢ w strone
Storica) i obliczamy calke

dr _da
2V —R2 R
R

Czas zwloki na drodze ds wynosi

Aa =2 / d—adr =4aR 1,75".
dr
R

dr
dt = (d —1)=——(n—1
(ds/e)(n—1) = ——(n— 1)
i nietrudno sprawdzi¢, ze catka jest rozbiezna

w nieskonczonosci.



