Klopoty z regulg Bayesa

Nie zdziwiloby mnie zaskoczenie niektérych
Czytelnikéw tytutem ponizszego tekstu. Jakiez klopoty
sprawia¢ moze twierdzenie Bayesa? Trudno chyba

o stwierdzenie bardziej jasne i niekontrowersyjne.
Ponizej sformuluje je w sposéb nieco specyficzny;
rozpatrzmy bowiem pewne nietypowe zdarzenie
Losowe”.

H: Pierwszy mistrz Swiata w szachach byt

Angielkq/Anglikiem.

W istocie losowoéci trudno sie tu doszukaé: pierwszy
mistrz $wiata w szachach albo byt Anglikiem, albo
nie byl — mozemy to ustali¢ na podstawie danych
historycznych. Jednakze kazdy z Czytelnikow moze
samodzielnie ustali¢ swoje wlasne (subiektywne)
prawdopodobienstwo” prawdziwosci powyzszej
hipotezy, przy calej swojej osobistej wiedzy. Ale jak
wplynie na opinie Czytelnikéw dodatkowa informacja,
ze pierwszym mistrzem $wiata w szachach byt
urodzony w Pradze Wilhelm Steinitz?

Oznaczmy dane dodatkowe symbolem D oraz niech
P(H) oznacza nasza wstepna opinie na temat
prawdziwosci hipotezy H. Zatem twierdzenie Bayesa
mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

P(H|D) = P(D|H)P(H)/P(D),
gdzie:

P(D) - prawdopodobiefistwo tego, ze zachodzi D
(zanim otrzymali$my informacje o D),

P(H|D) — prawdopodobiefistwo prawdziwosci hipotezy
z uwzglednieniem dodatkowej informacji D,

P(DJ|H) — prawdopodobienstwo tego, ze zachodzi D,
przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H.

Co wazne, twierdzenie Bayesa stanowi normatywnie
optymalna regule w procesie wnioskowania. Mozemy
stosunkowo latwo eksperymentalnie sprawdzié, czy
ludzie popelniaja systematyczne bledy w procesie
wnioskowania bayesowskiego i temu poswiecony

jest ponizszy tekst. Jak si¢ okaze, intuicja w tego

typu sytuacjach bardzo nas zawodzi, ale, uprzedze,
nie musimy rwaé¢ wloséw z glowy: istnieje wiele innych
przypadkow, gdy zadne twierdzenia nie zastapia
intuicji i zdrowego rozsadku.

1. Farmer czy bibliotekarz? Spdjrzmy na ponizszy
opis pewnej osoby.

Stefan jest bardzo niesmialy i zamkniety w sobie,
niezmiernie zyczliwy i pomocny, lecz przy tym
niezbyt zainteresowany ludimi i rzeczywisto$cig.
Lagodna i czysta dusza, ma silng potrzebe porzadku,
systematycznosci i zamitowanie do detali.

Badane osoby zapytano, jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze Stefan zajmuje sie
konkretnym zawodem (np. jest farmerem, sprzedawca,
pilotem, bibliotekarzem lub fizykiem). Okazalo sie, ze
badani najczedciej wskazywali na mozliwoéé, ze Stefan
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jest bibliotekarzem. Najwyrazniej nie brali pod uwage
faktu, ze w spoteczenstwie odsetek bibliotekarzy

jest znikomy, podczas gdy ogromna jest ilos¢ np.
farmerow. Badani najwyrazniej mylili podobienstwo

z prawdopodobienstwem lub, innymi stowy, stosowali
heurystyke podobienstwa. W swoim wnioskowaniu
niemal catkowicie pomijali prawdopodobienstwo
P(H), tj. prawdopodobienstwo tego, ze Stefan jest
bibliotekarzem, przy braku jakiegokolwiek opisu.
Trzeba jednak przyznaé, ze w tym przypadku

nie dostali zadnej wskazdwki, by skorzystaé z tej
wstepnej informacji. Jednakze okazuje sie, ze wyrazne
wskazowki niewiele pomagaja, jak pokazuja wyniki
nastepnego eksperymentu.

2. Inzynier czy prawnik? Badanym przedstawiono
krotkie opisy 0séb rzekomo wylosowanych z prébki stu
0s6b: inzynieréw i prawnikéw. Zadaniem badanych
byto oszacowanie, przy uzyciu otrzymanego opisu,
prawdopodobienstwa prawdziwosci hipotezy H, ze
wylosowana osoba jest inzynierem. Eksperyment
prowadzono w dwu grupach: cze$¢ badanych zostata
poinformowana, ze wsréd stu oséb bylo 70 inzynieréw
i 30 prawnikéw, druga grupa dowiedziala sie, ze
losowano sposréd 30 inzynieréw i 70 prawnikow.
Stosujac regute Bayesa, mozemy ustali¢, jaki
powinien by¢ iloraz szacowanych w obu grupach
prawdopodobienstw.

W pierwszej grupie: Py(H|D)= P(D|H)-0,7/P(D),
Py(H|D) = P(D|H) - 0,3/P(D),
P\ (H|D)/P,(H|D) =17/3.

w drugiej grupie:
a zatem:

Okazalo sig

jednak, ze oszacowania prawdopodobienstwa w obu
grupach byly niemal jednakowe, co sugeruje, ze badani
ignorowali bazowe prawdopodobienstwa P(H) (uzywali
ich tylko wtedy, gdy nie otrzymali zadnej dodatkowej
informacji, a ignorowali nawet wtedy, gdy dodatkowy
opis nie niést ze soba zadnej istotnej informacji

— typowa odpowiedzia bylo w tych przypadkach
P(H|D) = 0,5). Badania te wielokrotnie powtarzano,
uzywajac réznorodnych bodzcéw zachecajacych do jak
najdoktadniejszego szacowania.

3. Konserwatyzm. Ponizszy eksperyment bedzie
ilustracja catkiem odmiennego zjawiska. Rozwazmy
nastepujace zadanie: mamy dwie urny, w jednej

z nich 70% kul jest czerwonych i 30% niebieskich,
natomiast w drugiej proporcja jest odwrotna.
Losujemy jedna z tych urn i pobieramy 10 kul

(ze zwracaniem), z ktorych szesé okazuje sie by¢
czerwonych, a cztery — niebieskie. Prosze powiedzie¢:
jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wybrana urna
byla ta, ktora zawierata wiecej kul czerwonych?

Zabierzmy si¢ do tego zadania w sposéb
systematyczny. Hipoteza nasza jest wiec H:
wylosowalisémy urne zawierajaca 70% kul czerwonych,
a bazowe prawdopodobiefistwo wynosi P(H) = 0,5.



Dodatkowa informacja jest D: wylosowalismy 6 kul
czerwonych i 4 niebieskie, a zadaniem jest ustalenie
prawdopodobienstwa P(H|D). Zgodnie z regula
Bayesa mamy

P(H|D) = P(D|H)P(H)/P(D),

a ponadto wiemy, ze

P(D) = P(D|H)P(H) + P(DnieH)P(nieH).
Losowanie kul ze zwracaniem mozemy traktowaé jak
schemat Bernoulliego, wiec

P(D|H) = 10/(6'4!) - 0,7° - 0,3* & 0,20012

oraz

P(D|nieH) = 10!/(6!4!) - 0,3% - 0,7* ~ 0,03676.
Zatem P(H|D) = 0,84. Wladnie takie zadanie
postawiono wielu osobom badanym i okazalo sie,
ze intuicja bardzo je zawodzita: typowe odpowiedzi
zawieraly sie w przedziale 0,6-0,7, co znacznie odbiega
od wyniku, ktory otrzymalidémy wyzej, stosujac
regute Bayesa. Podobny wynik uzyskiwano w wielu
analogicznych badaniach, a efekt ten okreslono
mianem konserwatyzmu: badane osoby nie byty
sklonne zbytnio ,oddali¢ si¢” od prawdopodobienstwa
bazowego (tu: 0,5).

4. Regula Bayesa a rzeczywistosé

(warunkowa zalezno$¢ i niepewne dane).
Powyzsze eksperymenty pokazuja, jak powazne
trudnoéci sprawia nam praktyczne uzycie tak
nieskomplikowanego twierdzenia jak regula Bayesa.
Jednakze — choé¢ matematycznie proste — okazuje sie
ono catkiem ,nieintuicyjne” i zupelnie nieprzystajace
do zdolnosci, jakie posiada czlowiek, a $cidlej —

jego moézg. Niemniej wykazano, ze mozna znacznie
poprawi¢ prawidlowos¢ procesu wnioskowania
bayesowskiego, sugerujac badanym odpowiednie
ustrukturalizowanie problemu (moze to oznaczaé,

ze poczatkowo badani mieli w swych umystach
niewlasciwa strukture problemu). Najbardziej
oczywistym przykladem strukturyzacji problemu

jest akapit tego tekstu zaczynajacy sie od stéw
zabierzmy sie do tego problemu w sposob
systematyczny”. Badania pokazaly, ze najlepsze wyniki
we wnioskowaniu bayesowskim osiagamy, jesli dwie
informacje wydaja sie jednakowo istotne, natomiast
klopoty w ich zagregowaniu powstaja, jesli jedna
wydaje si¢ znacznie wazniejsza od drugiej. To moze
wyjasniaé klopoty w zadaniu ,inzynier czy prawnik”:
bazowe prawdopodobienstwo 0,7 lub 0,3 to ,,tylko”
liczba i moze wydawaé sie niczym w poroéwnaniu

z pisemnym, zywym opisem czlowieka.

W swietle przedstawionych informacji zasadne
wydaje si¢ pytanie, jak istotne sa konsekwencje

tak znaczacych ograniczen w naszych zdolnosciach.
Na pewno nie sa one bez znaczenia, jednakze wazne
jest, ze w naszym codziennym zyciu stosunkowo
rzadko zdarza si¢ nam napotykaé problemy
Jlaboratoryjne” tj. wymagajace tej wlasnie metody
wnioskowania. W szczegdlnosci wiele problemow
dotyczy danych niepewnych (np. dostajemy
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informacje, ze ,Kowalski ustyszal od Nowaka, ze D”
czy tez ,wielce mozliwe, ze urodzil si¢ w Pradze”)
oraz danych, pomiedzy ktorymi wystepuja zaleznosci
warunkowe (przy danej hipotezie). Dane okreslamy
jako warunkowo niezalezne, jezeli zachodzi:

P(D;|H) = P(D;|H oraz D),
dla wszystkich 4, j (tj. dla wszystkich mozliwych
danych). Warunek ten spelniony jest bardzo rzadko
— gléwnie wlasnie w warunkach laboratoryjnych —
iz tego tez powodu niezmiernie rzadko reguta Bayesa
jest wlasciwa metoda w procesie wnioskowania.
Wilaséciwa metoda jest zwykle znacznie bardziej
skomplikowana, a moze w tych sytuacjach ludzka
intuicja sprawuje sie lepiej? Moze po prostu
do twierdzenia Bayesa czlowiek nie zdazyl sie
Lprzyzwyczai¢” w swym codziennym zyciu,
a za to ma wiecej praktyki i wyczucia w bardziej
skomplikowanych zagadnieniach?

Dla zilustrowania zalezno$ci warunkowej rozpatrzmy
nastepujace dane oraz hipoteze:

Dy: Osoba byla urodzona w Pradze.
Ds: Osoba nazywa sie Wilhelm Steinitz.

H: Osoba jest Anglikiem/Angielkq i jednoczesnie
pierwszym mistrzem Swiata w szachach.

Czy zachodzi P(D1|H) = P(D:|H oraz Dj)?
Prawdopodobienstwo tego, ze Anglik urodzit sie

w Pradze, jest stosunkowo niewielkie. Jednakze
prawdopodobienstwo, ze Anglik nazwiskiem Steinitz
urodzil sie w Pradze, zdaje sie znacznie wigksze:
nazwisko ,,Steinitz” angielskie raczej nie jest, wiec
mozemy uznaé, ze wzrasta prawdopodobienstwo
urodzenia poza granicami Anglii. W rozumowaniu
tym pominalem druga czes¢ hipotezy H, co jednak
nie zmienia faktu, ze P(D1|H) # P(D1|H oraz D).

Podsumowanie. Powyzsze eksperymenty wskazuja
na istotne trudnosci, jakie sprawia cztowiekowi
zastosowanie prostych regul wnioskowania. Z drugiej
strony pojawia sie spostrzezenie, ze cztowiek rzadko
styka si¢ w swym zyciu z problemami wymagajacymi
zastosowania reguly Bayesa w czystej postaci, co
moze nas nieco usprawiedliwia¢. Czy zasadne jest
jednak przypuszczenie, ze z bardziej ztozonymi —

a zarazem czedciej spotykanymi — problemami radzimy
sobie lepiej? Wlasnie gra w szachy, pasja Wilhelma
Steinitza, zdaje sie stanowi¢ wazny argument

za ta teza: czlowiek w tej grze wciaz pozostaje
bezkonkurencyjny i komputery wyposazone w coraz
to potezniejsze reguly wnioskowania maja ogromne
klopoty, szczegdlnie w grze pozycyjnej, gdzie ogromne
moce obliczeniowe komputeréow traca na znaczeniu,

a gore bierze intuicja szachisty—czlowieka. A Steinitz,
ktory studiowal matematyke w Wiedniu, lecz
porzucit twierdzenia na rzecz szachowych heurystyk,
byt urodzonym w Pradze szachista austriackim,
angielskim, a wreszcie amerykanskim zydowskiego
pochodzenia. A zatem Anglikiem byl, cho¢ stosunkowo
krotko.



