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O Hipotezie Poincarégo
Tadeusz KOZNIEWSKI

W poczatkach XX wieku znakomity francuski matematyk Henri Poincaré
(1854-1912) wprowadzil szereg nowych metod geometrycznych i algebraicznych,
za pomoca ktorych mozna badaé¢ wazne obiekty geometryczne, jakimi sa
wielodciany i rozmaitosci. Metody te czesto pozwalaja stwierdzi¢, czy dane dwie
rozmaitosci sa ,,geometrycznie podobne” ($cislej: homeomorficzne). Hipoteza
Poincarégo dotyczy takiego wlasnie problemu. W ponizszym artykule postaramy
sie przyblizy¢ Czytelnikowi pojecia wystepujace w jej sformutowaniu, wskazaé
na jej zrodla, a takze podaé¢ pewne jej uogdélnienia.

Rozmaitosci. Méwimy, ze podzbior M C R™ jest rozmaitoscig 1-wymiarowa,
jesli M lokalnie wyglada jak odcinek otwarty (a,b). Bardziej precyzyjnie mozna
to wyrazi¢, méwiac, ze M jest lokalnie wykresem ciaglej funkcji jednej zmienne;.
Podamy teraz kilka przyktadow rozmaitoéci 1-wymiarowych.

Bezposrednio z definicji wynika, ze jesli f jest funkcja ciaglta w przedziale

(a,b), to zaréwno wykres funkcji o = f(x1), jak 1 wykres funkcji 1 = f(x2)

sa rozmaitoéciami 1-wymiarowymi w R? (rys. 1 i 2). Okrag S! z rysunku 3 nie
jest wykresem zadnej funkcji, ale jest rozmaitoscig 1-wymiarowa, bo jest lokalnie
wykresem funkcji zo = \/1 — 2% lub 3 = —/1 — 2. Linia $rubowa z rysunku 4
jest rozmaitoécia 1-wymiarowa w R3, podobnie jak elipsa z rysunku 5. Suma
dwdch stycznych okregéow z rysunku 6 nie jest rozmaitoscia, bo w otoczeniu
punktu (0,0) zbiér X nie jest wykresem zadnej funkcji.

Podzbiér M C R™ nazywamy rozmaitosécia 2-wymiarowa, jesli lokalnie wyglada
jak otwarte koto 2-wymiarowe, to znaczy kazdy punkt z € M ma otoczenie,

w ktérym M jest wykresem ciaglej funkcji dwoéch zmiennych. Na przyklad
sfera 2-wymiarowa z rysunku 7 jest rozmaito$cia 2-wymiarowa, bo jest

lokalnie wykresem funkcji 23 = /1 — 22 — 23 lub 3 = —/1 — 22 — z3. Innym
przykladem rozmaitosci 2-wymiarowej jest torus z rysunku 8. Plaszczyzna
rzutowa z rysunku 9, o ktorej mozemy mysle¢ jako o rozmaito$ci powstalej
ze sfery dwuwymiarowej przez sklejenie punktéw antypodycznych, jest
rozmaitoécia 2-wymiarowa w R*.

Powyzsze definicje rozmaitosci 1 i 2-wymiarowych w sposéb naturalny
uogblniaja sie na przypadek wyzszych wymiaréw.

Dla dowolnej liczby naturalnej k rozmaitoscia k-wymiarowsa nazywamy taki podzbiér M C R™

(k < n), ktéry lokalnie ,wyglada jak” otwarty dysk k-wymiarowy D¥(a,r) = {z € R*: |z —a| < r}
dla pewnych a € R* oraz r > 0, czyli lokalnie jest wykresem ciggtej funkcji k zmiennych. Na przyktad
dla kazdego naturalnego k sfera k-wymiarowa Sk = {(z1,...,2K41) € RFHL . xf + ...+ xi+1 =1}

jest rozmaito$cig k-wymiarowg w RF+Y

Homeomorfizmy. Zajmiemy sie teraz poréwnywaniem rozmaitosci,

starajac sie wyréznic te, ktére z naszego punktu widzenia sa ,takie same”.
Rozmaitosci k-wymiarowe My, My bedziemy uznawali za réwnowazne (inaczej:
homeomorficzne), jesli jedna z nich mozna uzyskaé z drugiej przez rozciaganie

i zgniatanie, bez rozrywania i sklejania.

Doktadniej: przeksztalcenie cigglte h : M7 — My nazywamy homeomorfizmem, jesli istnieje takie
przeksztalcenie ciaglte g : My — My, ze g(h(z)) = x dla kazdego x € My oraz h(g(z)) = = dla kazdego

x € Ms. Jedli istnieje homeomorfizm h : My — My, to méwimy, ze My i M2 sa homeomorficzne,
a przeksztalcenie g nazywamy homeomorfizmem odwrotnym do h.

Parabola z rysunku 1 jest homeomorficzna z linia srubowa z rysunku 4.
Okrag S! z rysunku 3 jest z kolei homeomorficzny z elipsa M z rysunku 5.
Przeksztalcenie h : P — W paraboli P = {(t,t?> + 1) : t € R} w lini¢ $rubowa W = {(cos(t), sin(t),t):

.t € R} okre$lone wzorem h(t,t> + 1) = (cos(t), sin(t),t) jest homeomorfizmem. Przeksztalcenie
h:S'— M, h(z1,x2) = (x1,22,5 — 1) to homeomorfizm sfery z rysunku 3 w elipse z rysunku 5.

Na to, by stwierdzi¢, ze dwie rozmaitosci nie sg homeomorficzne,
wygodnie jest znaé¢ jaka$ wlasnos$¢ rozmaitosci, ktéra nie zmienia si¢ przy
homeomorfizmach, to znaczy jesli rozmaitos¢ M ja ma, to ma ja tez kazda
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Rys. 8. T2 = {(5 + cos(B3)) cos(a),
(5 + cos(B)) sin(a), sin(B)): o, 8 € R}
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Rys. 9. Plaszczyzna rzutowa

P? = {(2® — y?, zy,yz, zx) € R*:
:62+y2+22 =1}.
Zauwazmy, ze funkcja g: S% — P27
g(z,y,2) = (22 — y?, 2y, yz, 2x) ma te
wlasnodé, ze g(z,y,z) = g(a, b, ¢) <=

<~ (z,y,2) = £(a,b,c).

Rys. 10

Z2

Rys. 11

Rys. 12

Rys. 13

™

rozmaito$¢ homeomorficzna z M. Przykladem takiej wlasnosci jest zwartosé.
Moéwimy, ze rozmaito$é¢ M C R™ jest zwarta, jesli jest domknieta (to znaczy
kazdy zbiezny w R™ ciag punktéw lezacych w M ma granice w M) oraz jest
ograniczona (to znaczy jest zawarta w pewnej n-wymiarowej kuli). Wazna cecha
funkeji ciaglych (w szczegélnosci homeomorfizméw) jest to, ze przeprowadzaja
zbiory zwarte na zbiory zwarte. Sposrod przykladow na rysunkach 1-5 okrag

i elipsa sa rozmaitosciami zwartymi, a parabola i linia Srubowa nie. Stad,

na przyktad, okrag nie jest homeomorficzny z parabola.

Inna wlasnoscia rozmaitoéci zachowywana przez homeomorfizmy jest sp6jnosé.
Moéwimy, ze rozmaito$é M jest spdjna, jedli jest ona ,w jednym kawalku”.

To znaczy, ze kazde dwa punkty z,y € M mozna potaczy¢ hukiem lezacym
catkowicie w M, czyli istnieje taka funkcja ciagla z odcinka domknietego

w M, f:]a,b] = M, ze f(a) =z, f(b) =y (rys. 10). Wszystkie podane
powyzej przyklady rozmaitosci sa spéjne (dlaczego?). Przykladem rozmaitosci
niespéjnej jest suma dwoch roztacznych okregéow z rysunku 11. Homeomorfizmy
przeprowadzajg rozmaitosci spéjne na rozmaitosci spojne.

Mozna wykazaé, ze kazda zwarta i spdjna rozmaitosé 1-wymiarowa

jest homeomorficzna z okregiem S*. Istnieje tez pelny opis rozmaitoéci
2-wymiarowych. W tym celu stosuje sie¢ konstrukcje zwana suma spdjna.

Jesli My, My sa roztacznymi rozmaitosciami 2-wymiarowymi w R"™, to ich
sume spojna tworzymy, wycinajac w kazdej z nich okragly otwér i doklejajac
do brzegéw otrzymanych otworéw rurke tak, by rurka nie przecinalta M,

i My poza punktami doklejenia. Rysunek 12 przedstawia sume spdjna dwdch
toruséw. Oczywiscie, konstrukcje te mozna powtarzac, tworzac sumy spojne
dowolnej liczby rozmaitosci. Dowodzi sie, ze kazda zwarta i spdjna rozmaitosé
2-wymiarowa jest homeomorficzna ze sferg S? lub z sumg spéjna pewnej liczby
toruséw lub z suma spdjna pewnej liczby plaszezyzn rzutowych. Twierdzenie to
nazywa sie klasyfikacja rozmaitosci 2-wymiarowych.

Patrzac na te klasyfikacje, mozna zadaé pytanie, czy istnieje jakas wlasnosé
geometryczna, ktora wyrdznia wsroéd wszystkich rozmaitosci 2-wymiarowych te
z nich, ktére sa homeomorficzne ze sfera. Okazuje sie, ze taka wlasno$¢ istnieje.
Jest nig jednospdjnosé.

Jednospdjnosé. Méwimy, ze rozmaitosé M C R™ jest jednospdjna, jesli
kazda gumke recepturke naciagnieta na powierzchnie rozmaitosci M mozna po
powierzchni M $ciagnaé¢ do punktu (rys. 13).
Doktladniej: rozmaitosé M C R"™ jest jednospdjna, jesli dla kazdego przeksztalcenia ciaglego
s:8' = M (zwanego petla na M) istnieje takie przeksztalcenie ciagte

5:D2 ={(z1,12) € R®: 2 +22<1} — M,
ze 5(z) = s(x) dla kazdego = € S*.

Sfera S? jest jednospdjna. Jedli obraz petli s nie wypelnia catej sfery S2

(na przyklad punkt z nie lezy w obrazie s), to $ciagniecie 5§ mozemy uzyskaé
przez spychanie s do punktu —z po poludnikach od z do —z (rys. 14). Jesli
obraz petli s wypelnia cala S? (to moze si¢ zdarzy¢!), to okazuje sie, ze mozna
w sposéb ciagly zmienié s tak, by juz nie cata S? byla pokryta.

Suma spdjna toruséw ani suma spojna plaszczyzn rzutowych nie sa jednospdjne.
Na przyktad petla z rysunku 15 nie ma Sciagnigcia.

7Z klasyfikacji rozmaitosci 2-wymiarowych dostajemy wiec, ze kazda zwarta,
spdjna, jednospojna rozmaito$¢ 2-wymiarowa jest homeomorficzna ze sfera
2-wymiarowa S2. Hipoteza Poincarégo postuluje to samo dla rozmaitosci
3-wymiarowych.

Hipoteza Poincarégo: Kazda zwarta, spéjna, jednospojna rozmaitosé
3-wymiarowa jest homeomorficzna ze sfera 3-wymiarows S3.

Hipoteza ta byta i ciggle jest przedmiotem badan. W przesztoséci wielokrotnie
anonsowano znalezienie dowodu. Wszystkie te préby okazaly sie niepoprawne.
Obecnie (lato 2003) przedmiotem analiz jest propozycja dowodu przedstawiona
przez G. Perelmana z Instytutu Stieklowa w Petersburgu. Rozwazano tez
uogodlnienia Hipotezy Poincarégo na wymiary k > 4.
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Dla kazdego k > 4 rozmaitos¢ k-wymiarowa

5% x S = {(x1,..

2

Th2) ERME i At vl vl = 1=l + ...+ 1)

jest zwarta, spojna, jednospéjna, ale nie jest homeomorficzna z S*. Stad

proba uogdélnienia Hipotezy Poincarégo przez po prostu zastapienie w jej

sformutowaniu liczby 3 przez k jest falszywa. Istnieje jednak uogélnienie

Hipotezy Poincarégo, ktore jest prawdziwe. Powiemy, ze rozmaito$¢ M jest

m-spbdjna jesli dla kazdego naturalnego ¢ < m i dla kazdego przeksztalcenia
Rys. 14 ciaglego s : S* — M istnieje takie przeksztalcenie ciagle

5: DL = {(ay,..

@) ERT 2t v+ 2l <1 - M,

ze 5(x) = s(x) dla kazdego x € S°.

Uogdlniona Hipoteza Poincarégo: Kazda zwarta, sp6jna, (k — 1)-spdjna
rozmaito$é¢ k-wymiarowa jest homeomorficzna ze sfera k-wymiarowa S*.

Hipoteza ta zostala udowodniona dla k > 5 przez S. Smale’a, J. Stallingsa

i M. Newmana w latach 1960-1966 oraz dla k = 4 przez M. Freedmana

w 1982 roku. Zwarta, spdjna rozmaitos¢ 3-wymiarowa jest 2-spojna wtedy

i tylko wtedy, gdy jest jednospodjna, wiec dla k = 3 Uogolniona Hipoteza
Rys. 15 Poincarégo to zwykta Hipoteza Poincarégo.

Czy mozna

zobaczy¢ elektron?

To zalezy od tego, co rozumiemy przez ,zobaczy¢”. Jezeli ma to oznaczaé
»zaobserwowanie” ksztaltu za pomoca $wiatla, to nie mozna, bo elektron na
pewno nie ma ,szczegdléw” wiekszych niz 107'® metra, a dlugoéé fali $wietlnej

to co najmniej 4 - 10~7 metra, wiec §wiatlo ma prawie bilion razy za duza

dlugosé fali.

Jezeli przyjmiemy, ze ,zobacza¢” mozemy nie tylko za
pomoca $wiatla, ale uzywajac fali o dowolnie malej
dlugosci, to powyzsze ograniczenie zniknie. W ten
sposéb elektrony bada fizyka czastek elementarnych.
Okazuje sie, ze nawet przy najwyzszych dostepnych
energiach elektron pozostaje punktowy — nie widzimy
zadnych szczegdlow. Z tego, jaka byla najwieksza
energia, za pomoca ktérej badano elektrony, wynika
wlasnie, ze ich ewentualne ,szczegdly” musza mie¢
rozmiar mniejszy od 107'® m, bo ditugosé fali jest
odwrotnie proporcjonalna do energii.

Mozna jednak obserwowaé slad elektronu. Elektron
ma ladunek elektryczny. Za jego pomoca oddziatuje
z materialnym os$rodkiem. Dzieki temu w osrodku
pozostaje $lad utworzony ze zjonizowanych molekut.
Taki $§lad mozna po prostu zobaczy¢, zamieniajac
jonizacje na kropelki przechtodzonej pary, jak robiono
to w komorach mglowych (rys. 1), na pecherzyki
pary przegrzanej cieczy (komory pecherzykowe)

lub na sygnaty elektroniczne we wspotczesnych
detektorach, ktore pdzniej mozna przetworzy¢ na ich
komputerowa wizualizacje (rys. 2).

Rys. 1. Pétkolisty §lad na
tym zdjeciu to pierwszy
przypadek zarejestrowania
antymaterialnej czgstki —
pozytonu, czyli antyczastki
elektronu. Za pomoca
komory mgltowej dokonat
tego Carl Anderson w 1932
roku. Zrédlem czgstki bylo
promieniowanie kosmiczne.

12

Rys. 2. Rysunek przedstawia rekonstrukcje przejécia elektronu
przez detektor DELPHI. Pokazane sa tylko fragmenty dwéch
poddetektoréw. Elektron pojawia si¢ z lewej strony i przechodzi
najpierw przez wypelniong mieszanka gazowa komore projekcji
czasowej. Jego przejscie zarejestrowane zostalo w postaci punktéw
zaznaczonych krzyzykami. Nast¢pnie elektron przelatuje do
kalorymetru elektromagnetycznego wypelnionego warstwami
olowiu, gdzie inicjuje kaskade elektromagnetyczna (zobacz rys. 3),
zaznaczong w postaci kolorowych prostokatéw. Tam, ,rozmieniony
na drobne”, konczy swoja podrédz.

Jezeli elektron ma duza energie, to, wpadajac
do gestego o$rodka, inicjuje kaskade
fotonowo-elektronowg (rys. 3), ktéra mozna uznaé

za najbardziej spektakularne zjawisko towarzyszace
omawianej czastce.

k €+,e_
P S
S <

Rys. 3

Podobne lawiny wtérnych czastek wywoluja
fotony i oczywiscie pozytony. Pozytony i elektrony
wyswiecaja w silnych polach elektrycznych jader



