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Skrét regulaminu

®

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2003

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
453 (WT = 1,83) i 454 (WT = 2,50)
z numeru 1/2003
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 36,24
Michatl Adamaszek — Kety 31,73
Michat Jézwikowski — Blonie

Zadania z matematyki nr 465, 466

Redaguje Marcin E. KUCZMA

465. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktorym
|<BAC| = |<EAD|,

31,66 @ pole tréjkata AC'D jest érednia geometryczng pél tréjkatow ABC i AED.

|9 ACB| = |[<ADE),

Przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie P; przekatne AD i C'E przecinaja
sie w punkcie Q). Dowiesé, ze |AP| = |AQ)|.

466. Rozwiazaé w liczbach catkowitych z, y rownanie x + 2Y = 2%.

Zadanie 466 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2003

461. Dane sa funkcje ciggle f oraz g; kazda z nich jest $cisle
monotonicznym odwzorowaniem zbioru wszystkich liczb
rzeczywistych R na ten sam zbiér. Wiadomo ponadto, ze f(0) = g(0)
oraz

f71 (9(x)) + .(171<f(-'L')) =2z dlaxz €R.

Wykazaé, ze f(z) = g(x) dla € R.

461. Funkcja
h(z) = £~ (9())

jest dobrze okreslona i Scisle monotoniczna oraz spetnia
warunki h(0) = 0,
(1) h(z)+h '(z)=22z dla zeR
Funkcje h i h™! sg jednoczesnie rosnace albo malejace;
réwnanie (1) wyklucza te druga mozliwosé. Tak wiec h jest
funkcja $cisle rosnaca.
Mamy udowodnié, ze h(z) = x dla wszystkich = € R.
Przypusémy wiec, ze dla pewnej liczby a réznica
a — h(a) = r jest niezerowa. Przepisujemy réwnanie (1) jako

2z — h(z) = h™ ' (x).
Stosujemy do obu stron funkcje h:

2) h(2z —h(z)) =2 dla z€R
Wykazemy przez indukcje wzgledem n =0,1,2,..., ze
(3) h(a+nr) =a+ (n—1)r.

Dla n = 0 jest to definicja liczby r. Zakladajac stusznosé (3)
dla liczby caltkowitej n >0 i podstawiajac w réwnaniu (2)
r = a+ nr, otrzymujemy po krétkim przeksztatceniu réwnosé

h(a+nr+r)=a+nr,
czyli teze indukcyjna (3), z n zastapionym przez n+1.
Zatem réwnosé (3) zachodzi dla kazdej nieujemnej liczby
calkowitej n. Analogicznie wykazujemy jej prawdziwosé dla
niedodatnich catkowitych wartosci n (indukcja wzgledem
n=0,—-1,-2,...). Réwnos¢ (3) zachodzi wiec dla wszystkich
catkowitych n.
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Przypominamy tres¢ zadan:

462. Rozwazamy rozbicia zbioru wszystkich dodatnich liczb
catkowitych na sume dwdéch zbioréw roztacznych A, B.

(a) Czy istnieje takie rozbicie, w ktérym zaden ze zbioréw A, B

nie zawiera nieskonczonego (i niestaltego) ciagu arytmetycznego?
(b) Czy istnieje takie rozbicie, w ktérym zaden ze zbioréw A, B

nie zawiera nieskonczonego (i niestalego) ciagu geometrycznego?

Przyjmijmy, ze r > 0 (gdy r < 0, rozumowanie jest takie
samo, tylko wszystkie napisane nizej nieréwnosci zmieniaja
zwrot). Niech n bedzie liczba catkowita, dla ktérej

(4) a+ (n=1)r<0 < a+nr

Stosujac do prawej nier6wnosci (4) funkcje rosnaca h

i uwzgledniajac wzory (3) oraz h(0) = 0, stwierdzamy,

ze 0 < a+ (n—1)r, co si¢ ktéci z lewa nieréwnoscia (4).
Sprzecznosé konczy dowdd.

462. Istnieja takie rozbicia. Oto przyklad (jeden z wielu
mozliwych): rozwazamy zbiory

Cr=A{kl, K!+1, ..., (k+1)! =1}, k=1,2,3,....
Niech A bedzie suma wszystkich zbioréw Cj o numerach
nieparzystych, a B — sumg zbioréw C}, o numerach
parzystych.

Wezmy pod uwage dowolny nieskoniczony (niestaly) ciag
geometryczny o wyrazach naturalnych. Niech g bedzie
ilorazem tego ciagu.

Gdy k > ¢, stosunek najwiekszej liczby w zbiorze Cj,

do najmniejszej liczby w tym zbiorze przekracza q.
Rozwazany ciag nie moze ,przeskoczy¢” tego zbioru,

czyli pewien jego wyraz nalezy do C%. Numer k£ moze

byé parzysty lub nieparzysty. Stad wniosek, ze kazdy
nieskonczony ciag geometryczny (o wyrazach naturalnych)
ma wyrazy zaréwno w zbiorze A, jak i w zbiorze B; nie jest
wiec zawarty w zadnym z tych dwoch zbioréw.

To daje twierdzaca odpowiedz na pytanie (b). Oczywiscie,
ten sam przyklad jest dobry i w przypadku pytania (a).



Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2003

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
354 (WT = 1,75) i 355 (WT = 2,00)
z numeru 3/2003

Andrzej Idzik — Bolestawiec 46,75
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 45,22

Tomasz Wietecha — Tarnéw 44,58

Prezentujemy czoléwke nieliczna, ale jaka!
Po raz pierwszy od poczatkow ligi
fizycznej jej uczestnik pieciokrotnie
zaliczyt 44 punkty, a wyczynu tego
dokonato jednocze$nie dwéch lideréw
naszego peletonu — p. Idzik i p. Wietecha.
Drugie okrazenie zamkngl natomiast

p. Nowogrodzki.

zaciskacz

o~ przerwa
: iskrowa

Zadania z fizyki nr 362, 363
Redaguje Jerzy B. BROJAN

362. Stacja kosmiczna o masie m = 10 ton zawiera w objetoéci V = 40 m?
powietrze pod cignieniem py = 10° Pa i o temperaturze T' = 20° C.

Nagle w éciance stacji powstal otwér o powierzchni S = 1 mm?.

a) Po jakim czasie ci$nienie wewnatrz stacji spadnie do wartosci
p1 = 0,5-10° Pa (jesli kosmonauci nie podejma zadnych krokéw zaradczych)?
Zakladamy, ze rozprezenie przebiega izotermicznie.

b) Jaka predkosé uzyska stacja wskutek odrzutu? Otwor jest tak polozony,
ze odrzut nie spowoduje obrotu stacji.

363. W Canberze (Australia) jest fontanna, ktéra wytryskuje wode
na wysoko$é 150 m. W kazdej chwili w powietrzu znajduje si¢ 6 m® wody.
Jaka musi by¢ minimalna moc pompy?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2003
Przypominamy tres¢ zadan:

358. Przedstawione na rysunku obok urzadzenie (zaprojektowane przez Kelvina) sklada sie

z naczynia z woda, z ktérego splywa ona cienkimi strugami do dwéch naczyn ponizej niego.

Do kazdego z dolnych naczyn przyspawano drut, na koncu ktérego znajduje si¢ pierécien z blaszki
otaczajacy spadajaca struge wody, przy czym woda powinna si¢ dzieli¢ na krople wlasnie wewnatrz
pierScienia. Po pewnym czasie w miejscu krzyzowania sie drutéw (gdzie odlegto$é miedzy nimi jest
niewielka) zaczynaja przeskakiwaé iskry. Objasni¢ dzialanie przyrzadu.

359. Drut miedziany o ksztalcie spiralnym ma n zwojéw, pole przekroju poprzecznego spirali
wynosi S, a utworzona w ten sposéb sprezyna ma stalag sprezystosci k. Na sprezynie zawieszono
cigzarek o masie m, a konce sprezyny przytaczono do zrédla napigcia U = Up sin wt. Obliczy¢
amplitude drgan ciezarka po dlugim czasie (tzn. gdy mozna pominaé zjawiska przej$ciowe —
mozna tu zalozyé, ze wystepuje niewielkie tlumienie elektryczne i mechaniczne) oraz przesunigcie
$rodka drgan wzgledem jego polozenia, gdy prad nie ptynie. Pomingé mas¢ drutu. Przyjac, ze pole
magnetyczne spirali jest takie, jak nieskonczenie dlugiej zwojnicy.

Wskazéwka. Przy tym zalozeniu sita $ciskajaca zwojnice (dzialajaca na konce wzdluz osi) dana jest

wzorem

F = (1/2)n,S(In/1)?,

gdzie | — dlugos$¢ zwojnicy, I — natezenie pradu.

izolacja

358. Jedli w pewnej chwili jedno z dolnych naczyn (np. lewe)
uzyska przypadkiem nieco wyzszy potencjal elektryczny
od drugiego, to ta réznica potencjatow wystapi tez miedzy
pierscieniami. Poniewaz gérne naczynie wraz ze strugami
wody niepodzielonej na krople moze byé¢ uznane za jeden
przewodnik, wiec dodatni tadunek bedzie si¢ gromadzil na
jednym koncu tego przewodnika, a ujemny — na drugim (w
przyjetym przykladzie dodatni na lewym koiicu spadajacej
strugi, a ujemny na prawym). Odrywajace sie krople beda
zabieraé ze sobg ten tadunek do dolnych naczyn, ktére
beda si¢ tadowaé coraz silniej — az napigcie miedzy nimi
spowoduje przeskok iskry. Na podobnej zasadzie dziataja
maszyny elektrostatyczne.

359. Napiecie zasilajace zwojnice
Up sin wt
nalezy przyréwnaé do wyrazenia
—d®/dt = —d(LI)/d¢,
gdzie ® jest calkowitym strumieniem pola magnetycznego

obejmowanym przez obwdd. Jesli pominiemy efekty
przejsciowe, to stad wynika, ze

LI = Yo cos wt,
w
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a po podstawieniu indukcyjnosci zwojnicy

uon>s

L=
l

mamy

£ = ; %coswt
I pen2S w '

Zgodnie z podana wskazéwka sita $ciskajaca zwojnice jest

2
F = ; @ cos” wt.
2ugn?S \ w

Przedstawmy cos? wt w postaci

réwna

1
3 (1 + cos2wt).

Pierwszy sktadnik (liczba 1) jest stala, powodujaca
przesuniecie srodka drgan o

2
1 (U
Al= 4u0n25k<w> ’

Drugi sktadnik jest sita wymuszajaca drgania ciezarka
z czestoscig 2w. Nietrudno wyliczyé, ze amplituda tych drgan
wyniesie
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