Hipoteza Riemanna

1. Wéréd siedmiu problemoéw, za ktérych rozwiagzanie
Instytut Claya gotéw jest zaplaci¢ milion dolaréw, jest
hipoteza Riemanna z 1859 roku. Mozna ja wyslowié
tak krétko i sucho, ze kazdy laik zapyta zdumiony:

i to ma by¢ pytanie za milion dolaréw? Zacznijmy
wiec od takiego wlasnie sformutowania. Czytelnikow
prosimy o cierpliwos¢: pod koniec artykulu znajda
réwnowazne, znacznie bardziej elementarne wersje
tytutowej hipotezy.

Stynna funkcja ¢ Riemanna, dla s rzeczywistych
i wiekszych od jedynki, okreslona jest wzorem

— 1
(1) ()= —.

n=1
Metodami analizy zespolonej dowodzi sie, ze istnieje
doktadnie jedna funkcja ¢ zmiennej zespolonej,
okreslona na plaszczyZnie naklutej C\ {1}, majaca
w calej swej dziedzinie pochodna zespolona
i spelniajaca réwnoéé (1) dla rzeczywistych s > 1.
Owa funkcja ma miejsca zerowe dwoch rodzajow: tzw.
zera trywialne w punktach —2, —4, —6,... 1 tzw. zera
nietrywialne (jest ich nieskonczenie wiele) wewnatrz
pasa P ={z: 0 <Rez < 1}.

Hipoteza Riemanna glosi:
Jeslip e P i((p) =0, toRep=1.

20 30 40 50

Rys. 1. Wykres f(t) = [{(3 + it)| i garé¢ nietrywialnych zer
funkcji C.

Prosta o réwnaniu Rez = % matematycy nazywaja
prosta krytyczna; hipoteza Riemanna glosi wigc,
innymi stowy, ze wszystkie nietrywialne zera
funkcji ¢ naleza do prostej krytycznej. Dlaczego to
suche przypuszczenie jest wazne? Ot6z funkcja ¢

i hipoteza Riemanna sa bardzo mocno zwiazane

z liczbami pierwszymi. W kolejnych punktach artykutu

sprobujemy w ekspresowym tempie naszkicowaé
6w zwiazek (wzory mozna, w najgorszym razie,
potraktowaé jak dziela malarstwa abstrakcyjnego).

2. Liczby pierwsze pojawiaja sie wsrod innych

liczb kaprysnie. Co jakis czas spotykamy pare
blizniakéw, jak np. 3 i 5 czy 33218925 - 2169690 4 1
ale istniejg tez dowolnie dlugie przedzialy bez zadnej
liczby pierwszej — np. dla n > 3 wszystkie liczby
n!+2,n!'4+3,...,n! +n sa ztoZzone.

Wykres funkeji 7(x), okreslonej jako liczba liczb
pierwszych w przedziale [0, 2], na pierwszy rzut oka
wyglada jak przypadkowy zygzak.
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Rys. 2. Funkcja 7 (z) dla = < 140.

Tenze wykres ogladany,z daleka”, tzn. na bardzo
duzych przedziatach i w matej skali, wygtadza sie
i porzadnieje. Mozna postawi¢ naturalne pytania: jak
szybko rosnie w(x)? Jaka zdefiniowana analitycznym
wzorem funkecja dobrze oddaje zachowanie (xz)?
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Rys. 3. Funkcja 7 (z) dla < 10000 (gérny wykres). Dolny wykres
to z/Inx. Jak wynika z twierdzenia o liczbach pierwszych, ktére
w 1896 roku udowodnili Hadamard i de la Vallée Poussin, btad
wzgledny przyblizenia w(z) =~ z/Inx dazy do zera dla z — oo.
(Btad bezwzgledny, niestety, rosnie.)
Gauss, poshugujac sie danymi empirycznymi,
sugerowal, ze
T
dt . .
(2) w(x)= [ — =Li(z) —Li(2) dlaz>2,
Int
2
gdzie Li(x), tzw. logarytm catkowy, jest na przedziale
(1, 00) ta funkcja pierwotna 1/1n(z), ktéra spelnia
warunek Li(2) = 1, 04 .. Przyblizenie Gaussa jest
znacznie lepsze od 7(z) = z/Inx.
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Rys. 4. Gérny wykres to blad bezwzgledny przyblizenia 7 (x)
przez z/Inz, dolny wykres — blad bezwzgledny przyblizenia (2).



3. W 1859 roku, w listopadowych sprawozdaniach
Berlinskiej Akademii Nauk, ukazata si¢ praca
Bernharda Riemanna Uber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grofle, liczaca 9 nieduzych
stron i pelna niezwyklej, dalekosieznej intuicji.
Wyprowadzenia wielu wzoréw autor szkicuje szalenie
skréotowo lub catkowicie pomija; petne dowody
podali w ciggu kilkudziesieciu pézniejszych lat m.in.
Hadamard, de la Vallée Poussin i von Mangoldt.

Bez dowodu pozostaje do dzi$ nasza tytulowa
hipoteza.

Punktem wyjscia rozwazan Riemanna jest pochodzaca
od Eulera rownosé

1 1
(3) Hlszzlg’
p* n=

P

gdzie iloczyn nieskonczony jest po wszystkich liczbach
pierwszych. Riemann szkicuje na dwéch stronach, jak
okresli¢ prawa strone dla wszystkich liczb zespolonych
s # 1 — 1 tu wlasnie mimochodem wtraca swa hipoteze,
poprzedzajac ja krotkim jest bardzo prawdopodobne,

ze. Dodaje tez, ze po kilku nieudanych prébach
przestal szuka¢ dowodu, gdyz nie jest to najwazniejsze
z punktu widzenia jego bezposrednich plandéw. Pézniej
wprowadza pomocniczg funkcje

(W) R(@)=n(@) + 3r(VE) + 5m(¥E) + ..

ktora jest gtowna bohaterka dalszych jego rachunkow.
Jak wida¢, R to funkcja schodkowa, ktora skacze

o 1 w kazdej liczbie pierwszej, o % w kwadratach
liczb pierwszych, o % w szescianach liczb pierwszych
itd. Poniewaz {/z < 2 dla n > Inz/In2, wiec suma

we wzorze (4) ma zawsze skoficzenie wiele skladnikéw.

Stosujac rézne bardzo wyrafinowane metody
(catkowanie po krzywych w dziedzinie zespolonej,
iloczyny nieskonczone, wzér na odwrocenie
transformaty Fouriera, liczne zmiany kolejnoéci przejsé
granicznych), Riemann uzyskuje drugi wzér na R(z),
mianowicie

(5)  R(x) =Li(z) + n(x) 4+ pewien szereg S(z),
gdzie nieistotny skladnik n(z) = —In2+ [ ° t(tZ—dﬁ
dazy szybko do stalej —In2 dla  — oo, a S(x) to,

z grubsza biorac, suma wartosci Li(z?) obliczonych
dla wszystkich nietrywialnych zer p funkeji ¢ (Scista
definicja wymaga glebokiego wnikniecia w teorie
funkeji analitycznych).

Korzystajac z dwéch wzoréw na R(x), Riemann
zaproponowal przyblizenie

(6) n(z) ~ Li(z) + @Li( V),

gdzie wspoltezynnik
, jesli n jest iloczynem parzystej
liczby réznych liczb pierwszych,
u(n) = ¢ =1, jedli n jest iloczynem nieparzystej
liczby réznych liczb pierwszych,
0, w pozostalych przypadkach.
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Dla niezbyt duzych x przyblizenie (6) jest lepsze od
tego, ktore proponowal Gauss (gdyby wykres réznicy
miedzy lewa i prawa strona (6) dodaé do rysunku 4,
to 0§ x-6w zostalaby dodé skutecznie zamazana).

Nie to jest jednak najwazniejsze. Chodzi o to,

ze znajac wszystkie pierwiastki funkcji ¢, mozna
doktadnie wyznaczy¢ blad zaréwno przyblizenia

(2), jak i przyblizenia (6). Kazdy z tych bledéw jest
najmniejszy wlasnie wtedy, gdy wszystkie nietrywialne
zera funkcji ¢ maja cze$é¢ rzeczywista réwna %,

bo wlasnie wtedy sumy czesciowe szeregu S(z)

maja szczegblnie symetryczna postaé, co prowadzi
do rozmaitych redukcji.

Choc¢by z tego powodu hipoteze Riemanna uznaje sie
za najwazniejszy nierozstrzygniety problem teorii liczb.

4. Po tej historycznej dygresji pora na trzy inne
przypuszczenia, réwnowazne hipotezie Riemanna.
Pierwsze z nich mocno podkresla zwiazek hipotezy
Riemanna z nasza wiedza na temat rozktadu liczb
pierwszych.

Hipoteza 1 (von Koch, 1901)
Istnieje taka stala C, Ze

(7) |7(z) — Li(z)| < Cvx Inx
dla kazdego x > 2.

Duzo lepszego oszacowania bledu przyblizenia 7 (x)
przez Li(x) nie ma co oczekiwaé: Littlewood wykazal,
ze istnieja dowolnie duze liczby z, dla ktorych lewa
strona jest rzedu Li(\/E) Inlnln 2, tzn. mozna marzy¢
co najwyzej o rozmaitych logarytmicznych poprawkach
nieréwnosci (7).

Warto zaznaczy¢, ze wynikajace z hipotezy Riemanna
oszacowania tempa wzrostu funkcji 7(z) maja nie
tylko teoretyczny charakter: zalezy od nich np. test
pierwszosci Millera, stosowany w kryptografii.

Znamy dzi$ inne, zaskakujaco elementarne zdanie,
réwnowazne hipotezie Riemanna.

Hipoteza 2 (Lagarias, 2000)
Niech o(n) oznacza sume dzielnikéw n i niech
Hn:1+%+~~+%. Wtedy dla kazdego n > 1

o(n) < Hy +ef"In H,,,
przy czym rowno$¢ ma miejsce tylko dlan = 1.

Aby wystowié¢ trzecia hipoteze, podzielimy liczby
wigksze od 1 na trzy klasy: czerwone, niebieskie

i bezbarwne. Bezbarwne sa te, ktére dzielg sie przez
jakikolwiek pelny kwadrat rézny od 1. Przyklady
liczb bezbarwnych to 72, 99 i 102993, Czerwone sa te,
ktore sg iloczynem parzystej liczby réznych czynnikow
pierwszych, np. 6, 15, 210, niebieskie za$ te, ktére

sa iloczynem nieparzystej liczby réznych czynnikéw
pierwszych, np. 11, 30, czy 1001.

Czytelnik zauwazyt byé moze, ze bezbarwne sg te liczby n,

dla ktérych p(n) = 0, czerwone — te, dla ktérych pu(n) =1,
niebieskie za$ te, dla ktérych pu(n) = —1.

Niech ¢ i ng oznaczaja, odpowiednio, liczbe

liczb czerwonych i niebieskich w przedziale [2, k]

(dla przykladu: coo = 4, ngp = 8).



Hipoteza 3
Dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba M > 0, Ze

ler — ngl < MEk3te
dla wszystkich k > M.

Warto wspomnieé, ze mocniejsza wersja ostatniej
hipotezy,

lew — ni| < VE  dla wszystkich k > 1,

znana byta od 1897 roku jako hipoteza Mertensa.
Dzi$ jednak wiadomo, ze hipoteza Mertensa jest
falszywa dla co najmniej jednej liczby k < exp(10%).

5. Dla tych, ktorzy wciaz nie sa przekonani,

czy funkcja ¢ ma jakie$ powazniejsze zwiazki z
teoria liczb, zamieszczamy tabelke, zaczerpnieta

z internetowej Encyklopedii Matematycznej Erica
Weinsteina. Niech Q(n) oznacza liczbe tych liczb

naturalnych < n,

ktére nie dzielg sie k| 1/¢(k) Q1 (1000) | Q1 (10°)
przez Zadn% k_t% 2| 0,607927 ... 608 607926
pOth@- 3| 0,831907. .. 833 831910
Oto niektoére z liczb 41 0,923938. .. 925 923939
1/¢(k) 1 Qk(n): 5| 0,964387 ... 965 064388

6] 0,982953...| 984 982954

m Zadania

Redaguje Mikotaj ROTKIEWICZ

We wszystkich ponizszych zadaniach
rozwazamy trojkat rownoboczny

o boku n podzielony na tréjkaty
réwnoboczne o boku 1 jak na rysunku.
Dwa male tréjkaty nazywamy
sasiadami, jesli maja wspdlny bok.

M 1036. Niech punkty Pl, PQ, ceey Pk, PkJrl = P1
beda takie, ze P;, P;11 sa srodkami sasiadujacych
tréjkatéw, dla i = 1,2,..., k. Udowodnié, ze k jest
liczba parzysta.

Rozwiazanie na str. 16

M 1037. Niech W bedzie wielokatem, ktorego
kazdy bok jest odcinkiem taczacym srodki dwoch
sasiadujacych malych trojkatow. Udowodnié, ze

pole W jest réwne liczbie punktow kratowych lezacych

wewnatrz W pomnozonej przez @ (punktami
kratowymi nazywamy tutaj wierzcholki matych
trojkatow).

Rozwiazanie na str. 16

M 1038. Niech bok duzego trojkata bedzie liczba
parzysta. Kazdy z matych tréjkatéw pomalowano
na z6lto lub niebiesko tak, ze kazdy wewnetrzny

(= ten, ktéry ma 3 sasiadéw) z6lty tréjkacik ma
dokladnie dwoch niebieskich sasiadéw oraz kazdy
wewnetrzny niebieski trojkacik ma dokladnie dwoch
z6ltych sasiadow. Udowodnié, ze liczba tréjkacikow

pomalowanych na z6tto i na niebiesko jest jednakowa.

Rozwiazanie na str. 16

6. Czy sa jakies powody lub poszlaki, pozwalajace
wierzy¢, ze hipoteza Riemanna jest prawdziwa?
Tak, oto niektére z nich.

Hardy w 1914 roku wykazal, ze na prostej
krytycznej lezy nieskonczenie wiele zer funkcji ¢,
a Levinson w 1974 — Ze na prostej krytycznej
lezy przynajmniej % nietrywialnych zer

funkcji ¢. Dzieki eksperymentom komputerowym
znane sg dzi$§ wartosci okolo 100 miliardéw
nietrywialnych zer funkcji ¢ i wiemy, ze jesli
liczba p, nalezaca do pasa krytycznego, stanowi
kontrprzyktad do hipotezy Riemanna, to z pewnoscia
[Tm p| > 29 - 10°. Znane sa tez niektére znacznie
dalsze zera (na przyklad okolo miliarda zer

o czesciach urojonych rzedu 2,5 - 10'°, oraz
garstka rekordowych zer o czesciach urojonych
rzedu 1,3 - 1021). Wszystkie naleza do prostej
krytycznej.

Mimo to wiele os6b sadzi, ze w poszukiwaniach
dowodu wcale nie jestedmy dalej niz sprawca
calego zamieszania.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 603. Fragmenty AB i C'D pionowej zatkanej
na koncach waskiej szklanej rurki ABCDEF
wypelnione sa powietrzem,

czeéci BC'i DE — rtecia, e 1
a w czesci EF jest proznia. -

Dtugoéci wszystkich czesci sa

rowne. Ci$nienie w najnizszym .

punkcie A jest réwne p. Rurke D

-
0oL

ostroznie obrocono tak, ze c
punkt F' znajduje si¢ na samym

dole. Jakie bedzie ci$nienie .
w punkcie F'? Przyjac, ze
temperatura powietrza jest stala.
Rozwigzanie na str. 9

A F

F 604. W rurce z powietrzem w ksztalcie litery U
na jednakowej wysokosci h utrzymywane sa dwa
korki o masie m
kazdy. Pole przekroju
lewego ramienia rurki
wynosi 2.5, prawego
ramienia i podstawy NS )
jest réwne S. Dlugosé 3

podstawy wynosi 3h.

Cisnienie powietrza py w rurce jest rowne
atmosferycznemu. Na jakiej wysokosci ustali sie
potozenie korkow po ich zwolnieniu? Korki moga
poruszaé sie tylko w pionowych czesciach rurki.
Przyjaé, ze temperatura powietrza jest stala.
Rozwigzanie na str. 9
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