O kilku twierdzeniach elementarnej teorii liczb,

czyli o tym, skad sie biora grupy
Czestaw BAGINSKI, Edmund R. PUCZYEOWSKI

Pojecie grupy funkcjonuje w matematyce od prawie
200 lat, a od pewnego czasu jest w niej wszechobecne.
Praktycznie w kazdym dziale matematyki jest
wykorzystywane albo do klasyfikacji, albo do opisu
strukturalnych wtasnosci obiektow, ktorymi sie
ten dzial zajmuje. Samo narodzenie pojecia grupy
jest zwiazane ze spektakularnym zastosowaniem go
do ostatecznego wyjasnienia kwestii rozwigzalnosci
przez pierwiastniki rownan postaci

"+ ap12" . faiz+ag =0,
gdzie ay,aq,...,a,_1 sa liczbami wymiernymi.
Dokonal tego zaledwie dwudziestoletni Evariste Galois
w 1832 roku. Przez kilkanascie lat osiagniecie Galois
byto niedostrzezone i niedocenione. Nie znaleziono
réwniez zadowalajacego sposobu przejrzystego
przedstawienia rezultatu Galois w krétkim artykule
adresowanym do szerokiego audytorium. W tym
artykule my réwniez tego nie zrobimy. Chcemy
natomiast opowiedzie¢ o kilku podstawowych
twierdzeniach teorii liczb, a wlasciwie ich dowodach,
z ktérych pojecie grupy (co prawda tylko abelowej)
w naturalny sposob samo si¢ wytania. Odkrycie tych
twierdzen na wiele lat poprzedzilo wyniki Galois
i mogly sie one wydaé¢ wspdlczesnym jako obserwacje
7 pogranicza magii i Swiata rzeczywistego. Omowimy
te wyniki, zanim zdefiniujemy pojecie grupy.

Wszystkie dalej rozpatrywane liczby sg calkowite, natomiast
napis a | b oznacza, ze a # 0 i a jest dzielnikiem liczby b.

W drugiej polowie osiemnastego wieku John

Wilson (matematyk angielski, 1741-1793) zauwazyl
nastepujaca zaleznos¢, nazwana potem twierdzeniem
Wilsona. (Uwaza sie, ze te zalezno$é znal wiele lat
wezesniej W.G. Leibniz, 1646-1716.)

Twierdzenie Wilsona.
Dla dowolnej liczby pierwszej p

pl(p—1D+1
Twierdzenie zostalo opublikowane po raz pierwszy
przez E. Waringa, ale ani Waring, ani Wilson nie znali
jego dowodu. Pierwszy dowdd zostal podany przez
J.L. Lagrange’a w 1773 roku.
Lagrange udowodnit réwniez twierdzenie odwrotne: Jezeli m > 1 jest
dzielnikiem liczby (m — 1)! + 1, to m jest liczbg pierwszq.
Ponad sto lat wczeéniej P. Fermat poczynit nie mniej
interesujaca obserwacje:

Mate Twierdzenie Fermata.
Dla dowolnej liczby pierwszej p © dowolnej liczby
catkowitej n

p|nP—n.
Aby udowodnié¢ twierdzenie Wilsona, nalezy wykazaé,
ze reszta z dzielenia (p — 1)! przez p jest réwna p — 1.
7 kolei w przypadku twierdzenia Fermata wystarczy

1

wykazaé, iz dla dowolnej liczby a, takiej ze

1< a<p-—1,reszta z dzielenia a?~! przez p jest
réwna 1. W dowodach obu faktéw wykorzystamy
dzialanie ® — iloczyn w kétku, jakie wprowadzamy
w zbiorze liczb

Z:={1,2,...,p—1}.
Przyjmujemy mianowicie, ze dla dowolnych a,b € Z;,
a ® b = reszta z dzielenia a - b przez p.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnych a,b, ¢ € Z,

i)l®a =a,

ii)a®b=>b0a,

iii) (a®b)©c=a® (bOc).
Trzecia z tych wlasno$ci pozwala opuszczaé nawiasy
w wyrazeniach, ktére sg iloczynami w kotku liczb

naturalnych mniejszych od p, natomiast druga —
przestawiaé ich kolejnosé.

Zajmiemy sie najpierw twierdzeniem Wilsona dla

p = 11. Mamy wykaza¢,ze 1 ©2©3©®...® 10 = 10.
Mogliby$my liczy¢ kolejno: 1 ©2 =2,2® 3 =6,

6 ® 4 =2, itd. Wygodnie]j jest jednak zauwazy¢, ze
1020360...010=

=10206)0B04)0 (B0 e (Te8) ® 10,
i ze wyrazenia w nawiasach sa rowne 1. Stad
natychmiast otrzymujemy, ze 1 ©2©3©® ... 10 =10
i dowdd jest zakonczony.

Podobna metode mozna zastosowac¢ dla dowolnego p.

Zauwazmy, ze jesli 1 <1< j<p—1, todla
dowolnego a, jesli 1 < a < p— 1, to liczba a(j — i) nie
jest podzielna przez p. Wynika stad, ze a ©®i # a ® j.
Zatem, jesli i przebiega wszystkie liczby od 1 do p — 1,
to réwniez a ® i przebiega te liczby (tyle ze dla a # 1
w innej kolejnosci). W efekcie:

iv) dla dowolnego a, jesli 1 < a <p—1,

to istnieje o/, takie ze 1 <a’ <p—1

oraz a ®a’ = 1.
Takie a’ jest tylko jedno. Istotnie, jedli a ® @’ = 1, to
a'=d"0l=ad"0(a0d)=("oa)0d =10d =d.
Zauwazmy ponadto, ze a ® a = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy pla?—1=(a—1)(a+1). Zatem a ® a = 1 wtedy
i tylko wtedy, gdy @ = 1 lub a = p — 1. Wynika stad,
ze podobnie, jak dla p = 11, zbiér {2,3,...,p — 2}
mozna rozbi¢ na pary réznych liczb w ten sposob,
ze dla dowolnej z par a,b, a ©® b = 1. W rezultacie
otrzymujemy 1 ©2030...0(p—-1)=p—1
i twierdzenie Wilsona zostalo udowodnione.

Niech teraz a bedzie dowolng liczba naturalna
mniejsza od p. Jak zauwazylismy,

{a©1,a®2,....,a0(p—-1)}={1,2,...,p—1}.



Zatem
(0ae®...00)0(1020...0(p-1)) =
e

=@01)0@e2)0...0(o(p-1))=

=1020---0((p—-1)
i dalej, korzystajac z twierdzenia Wilsona,
otrzymujemy
(@0ao---0ao@p-1)=p-1,
—_—————
p—1 razy
co 7z kolei po obustronnym pomnozeniu tej réwnosci
przez p — 1 daje
(@@a®---0a)o(@-1)opmp-1)=
—_—————
p—1 razy
=p-Nop-1)=1
Zatem reszta z dzielenia aP~! przez p jest réwna 1,
co dowodzi Malego Twierdzenia Fermata.

Pierwszy pelny dowdéd Malego Twierdzenia Fermata
przedstawil L. Euler (1707-1783), czyniac znacznie
ogolniejsza obserwacje, ktérej dowdéd mozna
przeprowadzié¢ tak samo, jak dowdd twierdzenia
Fermata z dokladno$cia do pewnych szczegdtow.
Niech mianowicie m bedzie dowolna liczba naturalna,
m > 2. Niech ponadto Z7, bedzie zbiorem wszystkich
liczb naturalnych mniejszych od m i wzglednie
pierwszych z m, np.

Z§={1,5}, 7x=1{1,2,3,4,5,6},

Z5=1{1,3,5,7}, Z§={1,2,4,5,7,8}.

Na koniec, niech ¢(m) bedzie liczba elementéw
zbioru Z},.

Warto$ci funkcji ¢ dla matych m sa podane w ponizszej tabeli.

m [2(3|4|5[6(7[89]|10({11(12|13|14|15|16|17|18[19]|20

em)|1]|2|2]4|2|6|4|6|4|10]4|12|6|8|8|16]6 |18|8

Woéwczas zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie Eulera.
Dla dowolnej liczby naturalnej a wzglednie
pleTwszej z m

m | a?™ —1.

Zauwazmy, ze Male Twierdzenie Fermata jest
szczegllnym przypadkiem twierdzenia Eulera. Jesli
bowiem zalozymy, ze m = p jest liczba pierwsza, to
¢(p) =p—1 (bo przeciez Z; = {1,2,3,...,p - 1})
i otrzymujemy dokladnie tres¢ Malego Twierdzenia
Fermata.

Aby udowodnié¢ twierdzenie Eulera, wprowadzimy
w zbiorze 77, dzialanie, ktore dla wygody oznaczymy
tak samo, jak dzialanie rozwazane wyzej.

Dla réznych warto$ci m definiowane dziatania sa rézne, dlatego
bardziej wtasciwe bytoby oznaczenie go symbolem ©,

Przyjmiemy mianowicie, ze
a ® b = reszta z dzielenia a - b przez m,

dla dowolnych a,b € Z7,.

Mozna tatwo sprawdzi¢, a jeszcze latwiej uwierzyc¢,
ze to dzialanie réwniez spelnia warunki i)—iii).
Podobnie jak wyzej, sprawdzimy, ze spetnia ono takze
warunek iv). Niech mianowicie a € Z},. Powtarzajac
rozumowanie przeprowadzone dla m = p, otrzymujemy,
zedlai,j €Z,, i # j mamy a ®i # a ® j. Jezeli zatem
Z:n = {bl, ceey blp(m)}, to

{a ®by,...,a® bw(m)} = {bl, ceey b%@(m)}
Stad wynika wiec, ze istnieje takie b € Z
ze a © b =1, tzn. spelniony jest warunek iv).
Mamy ponadto

00a® - 0a)® (b Ob® - Obym)) =
@(m) razy
=0bOb)ObOb) OO (O bym) =
=01 0b2© - O by(m)-

Teraz bedziemy rozumowali nieco ogdlniej niz
w dowodzie twierdzenia Fermata. Oznaczmy,
mianowicie, przez b prawa strone ostatniej réwnosci.
Mamy wiec

(@00 ogob=b

©(m) razy

Na podstawie wlasnosci iv) istnieje takie ¢ € Z%,, ze
b® c=1. Jezeli zatem pomnozymy ostatnia rownosé
stronami przez c, to otrzymamy:

(@@a®--0a)eboc)=boec=1.
—_—
p(m) razy

Zatem reszta z dzielenia a®("™) przez p jest réwna 1,
co dowodzi twierdzenia Eulera.

Powr6¢émy na chwile do twierdzenia Wilsona. Jest ono
réwnowazne temu, ze iloczyn w kétku wszystkich
elementow z Z), jest rowny p — 1. Nie jest to prawda,
jesli zastapimy p dowolng liczba naturalna m.
Rzeczywiscie w Z3; = {1,2,4,7,8,11,13,14} mamy

102040708011013014 =

=208)0Hol1lold)e(Te13) =1.
Przyczyna tego jest fakt, ze na ogét w Z}, oprécz
11 m — 1 istniejg jeszcze inne elementy spelniajace
warunek a © a = 1. W Z75 sa nimi liczby 4 i 11.
Zauwazmy jednak, ze jedli Zj, = {b1,...,by(m)}, to
(b1 ©by O+ Obymy) © (b1 @ba @ -+ @ by(m)) = 1.
Istotnie, kazdy element z wyrazenia w lewym nawiasie

mozna zestawi¢ z elementem z prawego nawiasu tak,
aby w iloczynie z nim otrzymac 1. Z tego otrzymujemy

Twierdzenie.

Niech m > 1 bedzie dowolng liczbg naturalng, natomiast
a niech bedzie iloczynem wszystkich liczb wzglednie
pierwszych z liczbg m, mniejszych od m. Wowczas

m|a*—1.

7 rozwazanych przykltadéw widaé przydatnosé
mnozenia w kotku przy odkrywaniu wielu
interesujacych wtasnosci liczb naturalnych



i ogélniej, caltkowitych. Naturalnie, pojawiaja si¢ tez
rézne pytania. Oto kilka przykltadow.

(a) Dla jakich liczb naturalnych n > 2 wszystkie
elementy zbioru 7, spelniajq warunek
a®a=1%

Jest to jedno z 36 zadan-kandydatéow wyselekcjonowanych do
XLI Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej.

(b) Udowodnié, ze dla dowolnej liczby a € Zig
a®aGaa=1.

Odpowiedzi na te pytania wraz z Malym
Twierdzeniem Fermata oraz pewnymi dodatkowymi
argumentami pozwalaja wyprowadzi¢ nastepujace
wtasnosci liczb naturalnych:

1. Niech m bedzie taka liczba naturalna, ze
m | a®> — 1 dla dowolnej liczby naturalnej a
wzglednie pierwszej z liczba m. Wowczas
m jest dzielnikiem liczby 24.

2. Jezeli p jest liczbg pierwsza wiecksza od 5,
to 240 | p* — 1.

Zachecamy Czytelnikow do udowodnienia tych
wlasnosci.

Elementy zbioru Z}, reprezentuja wszystkie liczby
calkowite wzglednie pierwsze z m, sa w jakim$ sensie
wcieniami” tych liczb. Dziatanie mnozenia w kotku,
ktorego wlasnosci 1)-iv) wykorzystywaliSmy wyzej, jest
w pewnym sensie ,cieniem” zwyklej operacji mnozenia
liczb catkowitych. Wtlasnosci zbioru i tego dziatania
ujawniaja pewna ogdlng strukturalna wlasnos$¢ zbioru
liczb catkowitych i poszczegdlnych liczb. Zbidér Z,
wraz z dziataniem © jest przykladem grupy.

Moéwiac ogdlnie, grupe mozna zdefiniowaé jako
niepusty zbior G z dzialaniem o, spelniajacym
warunki

tacznosci:

(1) Vayzeq (Toy)oz=wo(yoz);
istnienia elementu neutralnego:

(2) JeeqVreg eox =x0€ = T4
odwracalnoéci kazdego elementu:

(3) VeeGIyeg toy=yox =e.
Jezeli do tych warunkéw dorzucimy jeszcze
przemiennosé dziatania:

(4) vm,yEG Toy=youwx;

otrzymamy grupe nazywana grupa abelowa albo
przemienna. Zbiér Z, z dzialaniem © jest wlasnie
grupa przemiennag.

Najprostszymi przyktadami grup abelowych sa:

e zbior 7 liczb calkowitych ze zwyklym
dziataniem dodawania;

e dla dowolnej liczby naturalnej n zbior
Zn,=140,1,2,...,n — 1} z dzialaniem
a @, b =reszta z dzielenia a + b przez n.

Nieco trudniejsza do zauwazenia jest obserwacja,

ze grupa abelowsa jest rowniez zbiér wszystkich

podzbioréw ustalonego zbioru X z dzialaniem
A+B=(AUB)\ (ANB).

Grupa jest obiektem o bardzo regularnej strukturze

wewnetrznej, dlatego stwierdzenie, ze jakies dzialanie

wprowadza w ustalonym zbiorze strukture grupy,

niesie istotna informacje, ktérej odkrycie metodami

elementarnymi bywa trudne.

* * *

Nasze rozwazania konczymy kilkoma zadaniami,
wsrod ktérych mozna znalezé i takie, ktore powyzsze
zagadnienia ilustruja.

1. Udowodni¢ Mate Twierdzenie Fermata przez
indukcje ze wzgledu na n i wyprowadzi¢ stad,
w inny sposéb, niz przedstawiono w artykule, ze
dla dowolnej liczby pierwszej p, zbior Z jest grupa
ze wzgledu na dzialanie ©.

2. Udowodnié, ze niepusty podzbiér X zbioru
7 jest grupa ze wzgledu na dodawanie wtedy
i tylko wtedy, gdy dla pewnej nieujemnej liczby
catkowitej n, mamy

X={n-z: zel}.
3. a) Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych
m,n zbior
{n-x4+m-y: z,yel}
jest grupa ze wzgledu na dodawanie.
b) Na podstawie zadania 2 udowodnié, ze istnieja

takie liczby catkowite x,y, ze n-x +m -y jest
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb m i n.

4. Niech n bedzie ustalong liczbg naturalna, n > 1.

a) Udowodnié, ze zbiér
{acZi: n|a*—1}
jest grupa ze wzgledu na dziatanie ©,,.

Udowodnié, ze liczba elementow tej grupy jest
potega liczby 2.

b) Udowodnié analogiczne fakty dla elementéw
zbioru Z} spelniajacych warunek
n|a®—1.
5. (VI Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna)

a) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n,
dla ktérych

72" —1.
b) Udowodnié, ze nie istnieje liczba naturalna n,
dla ktorej
72" 4+ 1.



