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Rozwigzanie zadania M 1033.
Zauwazmy, ze

W(z) =22 —-32>+3z+1=
= (x — 1)® + 2 (mod 2003).

Udowodnimy, ze funkcja

W(z) = (z — 1)® + 2 mod 2003
jest permutacja zbioru

72003 = {0, 1,...,2002}.

Wystarczy uzasadnié, ze
przyporzadkowanie

z — x> mod 2003, x € Zgo03

jest réznowartos$ciowe.

Przypusémy, ze > = y>(mod 2003).
Poniewaz 2003 jest liczba pierwsza,
na mocy malego twierdzenia Fermata
mamy

(2)°%% = 22°°2%2 = 22(mod 2003).
Zatem z naszego przypuszczenia wynika,
ze x2 = y?, skad y = £x. Jesli y = —x, to
mieliby$my z® = (—z)%, czyli z = y = 0.
Zatem rzeczywiscie x = y(mod 2003).

Pozostaje dowiesé, ze jesli
T: S — S
jest dowolng permutacjg zbioru
skonczonego S = {0,1,...,m}, to istnieje
takie n, ze
TOMTO...0T
n razy

jest identycznoécig na S.

Dla dowolnego a € S ciag

w(a), w(mw(a)),... jest okresowy,
poczagwszy od pierwszego wyrazu.
Niech t, bedzie dlugoscig okresu
tego ciggu. Wowcezas wFte (a) = a dla
dowolnego k € N. Zatem

afofl-tm gy —

dla dowolnego =z € S.

Rozwigzanie zadania M 1034.
Zalézmy, ze

W(z) = P(z) - Q(z).
‘Wowczas
P(a;)Q(a;) = W(a;) = —1.
Poniewaz P(a;), Q(a;) € Z, wiec
Q(ai) = —P(a;) = £1.
Niech
V(z) = P(z) + Q(x).

Wéwezas wielomian V(z) jest stopnia
mniejszego od n i ma co najmniej n

pierwiastkéw (sg nimi ay,...,a,). Jest
wigc V(z) = 0, zatem P(z) = —Q(x),
W(z) = —Q*(x), co jest niemozliwe, gdyz

wspotczynnik przy ™ w wielomianie W
jest dodatni (réwny 1).

Graniastostup spotyka plaszczyzne
Zbigniew MARCINIAK

W Delcie 12/2002 Michal Szurek opisal, jak popijajac herbate oraz bawiac sie
programowalnym kalkulatorem podczas podrozy koleja, odkryl nastepujace

1. Twierdzenie. Jezeli graniastostup prosty, ktorego podstawq jest 2n-kqt
foremny, przekroimy plaszczyzng tak, zZe przetnie ona krawedzie boczne kolejno
w punktach lezgcych na wysoko$ci dy,dy, . .., dan—1 nad dolng podstawq, to
dlan =2,3,4,6 zachodzi rownosc

a7 v dyT sy = Ay AT D

To mnie zaintrygowalo: réwne sumy wysokich poteg odleglosci punktow
od podstawy — z czego moze wynika¢ tak nietypowy dla geometrii zwiazek?
No i jak to jest dla innych wartosci n?

Niestety, na kalkulator nie mogtem liczy¢: po pierwsze, méj kalkulator wykonuje
tylko cztery dziatania. Po drugie — jesli Michal Szurek z kalkulatora wigcej nie
wycisnal, to mnie sie pewnie tez nie uda. Zrobitem wigc sobie herbaty, wziatem
kartke i zaczatem liczy¢.

Gdy we wzorze z Twierdzenia 1 przeniesiemy wszystkie wyrazy na lewa strone,
2n—1

otrzymamy rownos¢ Z (1) d?_l = (. Sprébujmy zatem zbadaé wyrazenie
§=0

2n—1
Z (fl)jd? dla par liczb naturalnych n i k.
§=0

Oznaczmy « = 27/2n 1 umie$émy w przestrzeni prostokatny uktad
wspdblrzednych tak, by wierzcholki dolnej podstawy graniastostupa mialy
wspolrzedne (cos ja,sinjo, 0) dla 0 < j < 2n — 1. Plaszezyzna tnaca

ma réwnanie postaci z = ax + by + ¢, zatem krawedzie boczne przebija
ja w punktach o wspdlrzednych (cos jo, sin ja, a cos ja + bsin ja + ¢),

tj. na wysokosci d; = acos ja + bsin ja + ¢ nad podstawa.

2n—1
Jedli a = b =0, to d; = c i badane wyrazenie redukuje si¢ do . Z (-1) = 0.
j=0
Wobec tego bedziemy dalej zakladaé, ze p = va? + b2 # 0.
Dobierzmy kat 5 tak, by a/p = cos 3, b/p = sin 5. Wtedy
d; = p(cos B cosja +sinfsinja) + ¢ = pcos(8 — ja) +c.
Badane wyrazenie
2n—1 i
Z (=1)7 (pcos(B — ja) +c)
j=0
zalezy, a priori, od trzech parametrow: ¢, p i 8. Jako funkcja zmiennej ¢ jest to
wielomian stopnia co najwyzej k, postaci

k k 2n—1

T k—r : j T .
E r , gd = E -1y —ja).
2 <T>p SpC gdzie s j:O( ) cos” (B — ja)

Zajmiemy si¢ obliczeniem sum s,.. Przypomnijmy, ze o« = 27 /2n.

2. Lemat. Niech ¢ bedzie kgtem postaci lo, dla pewnej liczby calkowitej [.
Dla dowolnego kqta v zachodzi réwnosé

Il . . 2n - cosy, gdy [ jest postaci (2s — 1)n;
> (—1)7 cos(y — ji) =
=0 0 w pozostatych przypadkach.
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Dowdd. Poniewaz — cos = cos(z — ) oraz cosx = cos(z — 27), mamy

2n—1 2n—1
Z (=1) cos(y — jp) = Z cos(y — jo — jm) =
=0 i=0
2n—1
=) cos(y —ju), gdre ¢ =g+
=0

Rozwazmy na plaszczyznie uklad wektorow jednostkowych vy, v, . .., Uop_1,
zaczepionych w poczatku ukladu i tworzacych z dodatnia poétosia osi OX

katy v, v — ¥, v — 2¢,..., v — (2n — 1)¢ oraz sume ¢ tych wektoréw. Gdy

I =(2s —1)n, kat ¢ jest postaci 2s7 1 wszystkie wektory ¢; pokrywaja sie

z Vg, zatem U = 2n - Uy. W przeciwnym przypadku obrét plaszezyzny o kat —
zmienia potozenie kazdego niezerowego wektora, przy czym oy przechodzi

., w koncu v, _1 przechodzi na vy. Wynika stad, ze obrécone

wektory maja nadal sume ¥, a stad v = 0. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze wzor
2n—1

z lematu to rownosé pierwszych wspotrzednych wektoréw g U oraz U.
j=0

na o1, U1 na s, ..

Z wykladnikami poteg przy kosinusach poradzimy sobie dzieki nastepujacej
obserwacji.

3. Lemat. Dla dowolnej liczby naturalnej v istniejg takie wspolczyniki a;
K

(0 <1< 1), Ze ma miejsce tozsamo$é cos” x = Z ay - coslx. Co wiecey,
1=0

a, =277,

Dowéd. Poprowadzimy indukcje wzgledem r. Dla » = 1 to oczywiscie prawda.
Zalozmy, ze uzyskalidmy juz odpowiedni wzor dla pewnego r > 1. Wtedy

r r
cos" ¢ = cosz - E a; - cosle = E ap - cosx cosle =
1=0 =0

1 T
=3 Z ar - [cos(l + 1)x + cos(l — 1)z] jest tez zadane]j postaci.
1=0

ZgromadziliSmy juz do$¢ informacji, by obliczy¢ s, dla r < n.
Na mocy Lematu 3 mamy:

2n—1 2n—1 T
Sy = Z (—1)7 cos" (B — ja) = Z (1) Zal ~cosl(f —ja) =
j=0 §=0 1=0

=> Z_ (—1)7 cos(18 — j(la)).
=0 j=0

Na mocy Lematu 2 suma stojaca po a; nie znika tylko wtedy, gdy [ jest
nieparzysta wielokrotnoscia n. Gdy r < n, zadna z liczb 0 < [ < r nie spelnia
tego warunku, a stad s, = 0. Natomiast s, = a,, - 2ncosng3 = 27" 2n cosnp.

Podsumujmy:
2n—1 ko 0 dy k <
_1Vigk _ r k—r _ ) gay n;
S =R (e = prmenions 0, AT
Jj= =

Udowodnilismy zatem

4. Twierdzenie. Niech n > 2 bedzie liczbg naturalng. Jezeli graniastostup prosty,
ktorego podstawgq jest 2n-kqt foremny, przekroimy plaszczyzng tak, Ze przetnie
ona krawedzie boczne kolejno w punktach leZgcych na wysokosci dy,dy, . .., don—1
nad dolng podstawg, to dla wykladnikow k =0,1,...,n —1 zachodzg rownosci

di+ds+.. . +ds, s=di +di+.. +d, .
Natomiast dla wykladnika & = n podobna tozsamo$é nie zachodzi — réznica
miedzy strona lewa i prawa zalezy od polozenia plaszczyzny tnacej.
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