Maia delld

Kiedy wiecej, kiedy mniej

Kazda liczbe dodatnig ¢ mozna, rzecz jasna, przedstawi¢ w postaci

sumy dwoch sktadnikéw dodatnich na bardzo wiele sposobow. Méwiac
szczerze, na nieskonczenie wiele sposobow. O ile jednak suma takich
dwoch sktadnikéw jest zawsze rowna c, o tyle ich iloczyn wcale nie jest
staty. Na przyktad, 24+3 =5, 1+4=51 v2+ (5 2) =5, ale zadne dwie
z liczb 2-3,1-4,v/2- (5 — v/2) nie sa réwne. Czy mozna wéréd wszystkich
iloczynow znalezé najwiekszy? Dokladniej, czy sposrdéd wszystkich par
liczb dodatnich x,y, takich ze x + y = ¢ dla pewnej ustalonej liczby
dodatniej ¢, istnieje para, ktorej iloczyn jest najwiekszy?

Aby sie o tym przekonaé, zajmijmy sie przez chwile inna nieréwnoscia.
Wykazemy mianowicie, ze dla dowolnych liczb dodatnich x,y prawdziwa
jest nieréwnosé

Stad juz krok do nieréwnosci
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prawdziwej dla wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych z,y.
Co wiecej, rownosé w tej, a wiec i w pierwszej nierownosci, mamy wtedy
i tylko wtedy, gdy =z =y.

7 powyzszego rozumowania wynika, ze iloczyn dwdéch liczb dodatnich x,y
(z+y)?

wtedy, gdy « = y. W takim razie:

nigdy nie jest wiekszy od i jest tej ostatniej liczbie rowny tylko

o jesli x +y = ¢, to najwiekszy iloczyn xy otrzymamy wtedy, gdy x = y.

Na przyktad, sposréd wszystkich prostokatéow o stalym obwodzie ¢
najwieksze pole ma kwadrat (o boku ¢/4), sposréd wszystkich tréjkatow

prostokatnych o stalej sumie dlugosci przyprostokatnych najwieksze
pole ma tréjkat réwnoramienny itp. Ale z nieréwnosci 3: ;— y > /zy lub

réwnowaznej jej nieréwnosci x + y > 2,/Ty mozemy wywnioskowac co$
wiecej. Wynika z niej bowiem, ze suma dwoch liczb dodatnich nigdy
nie jest mniejsza niz podwojony pierwiastek kwadratowy z ich iloczynu,
a réwnosé, jak wiemy, jest wtedy, gdy = = y.

Mamy zatem nastepujace twierdzenie:
o jesli zy = ¢, to nagmniejszq sume x +y otrzymamy wtedy, gdy x = y.

Na przyklad: sposréd wszystkich prostokatéow o stalym polu najmniejszy
obwod ma kwadrat, sposréd wszystkich trojkatéw prostokatnych

o stalym polu najmniejsza sume dlugosci przyprostokatnych ma tréjkat
rownoramienny itp.

W. B.



Co to jest temperatura?

— zapytalem wczoraj Macka, mojego mlodszego brata. Spojrzal na mnie

zdziwiony.

— No przeciez wiadomo. Zero to jest temperatura zamarzania wody,
a sto stopni to temperatura wrzenia. Dzieli si¢ skale termometru na sto
roznych czesci. A w skali Kelvina. . .

— Zaraz, zaraz — powstrzymatem go. — Nie tak szybko. A... co to jest

termometr?

— Ty chyba mnie nabierasz. W tym jest pewnie
jakis haczyk?

— Alez skad, to jest zupelnie uczciwe pytanie.

— Cos ty z byka spad!, termometru nie widziates?
— zeztoscil sie Maciek. — Was na tych studiach
chyba zupelnie oglupiaja!

— Powiedzmy, ze nie widzialem. Czy mogtby$
mi go dokladnie opisaé¢? — zapytalem

b ar d z o spokojnie. (Nie daruje¢ mu tego
oghupiania, poczekaj, zobaczymy, czyje bedzie
na wierzchu!)

— No. .. bierze si¢ banke szklang z zabarwionym
alkoholem, cienka rurke. ..

Nie dalem mu dokonczy¢.

— A dlaczego wlasciwie z alkoholem? Czy nie
mogtaby byé¢ inna ciecz?

— Mogtaby, jasne. Na przyktad rtec. ..

— Dlaczego rte¢? A oleju, gliceryny, benzyny nie
mozna by nala¢? A moze po prostu wody?

— Wody nie, bo jak zamarznie, to rozsadzi
termometr. Ale olej, jesli nie krzepnie, to mégltby
byé chyba réwnie dobry — Maciek byl jakby
odrobine mniej pewny siebie.

— Co to znaczy ,réwnie dobry”? Jaka masz
gwarancje, ze rowne odstepy temperatury na skali
rteciowej beda odpowiadaé¢ rownym odstepom

na olejowej? A jesli sie okaze, ze temperatura,
ktéra na termometrze rteciowym jest w polowie
odlegtosci miedzy zerem a stu stopniami,

na termometrze olejowym bedzie réwna nie 50,
tylko 49 albo 52 stopnie, to co wtedy?

Namysélat sie przez chwile.

— Chodzi ci pewnie o to, ze ta ciecz powinna sie
rozszerzaé réwnomiernie. . .

— Co to znaczy? Jak sprawdzisz, czy dana ciecz
rozszerza si¢ réwnomiernie?

— Trzeba znalezé wspétezynnik rozszerzalnosci
cieplnej — przypomniato sie co§ Mackowi —
czyli stosunek wzglednego przyrostu objetosci
do przyrostu temperatury. Ten wspdlczynnik
powinien by¢ staty. ..

— Przeciez temperatura nie jest jeszcze
zdefiniowana, i nie wiesz, ile wynosi ten
przyrost temperatury! To jest btedne koto!
Zeby wprowadzi¢ wspotczynnik rozszerzalnosci
cieplnej, trzeba najpierw mieé¢ skale temperatur.
Czy w drugiej klasie nie nauczyles$ si¢ jeszcze
unikaé¢ takich petli?

Uszy Macka poczerwienialy. Tym razem
odpowiedz przyszta po diuzszej chwili.

— Ty sie mnie czepiasz. Przeciez mozna si¢ po
prostu umoéwié, ze definiujemy skale wedtug
termometru rteciowego. Zreszta réznice miedzy
roznymi skalami temperatur beda niewielkie,
przynajmniej dla wiekszosci cieczy. .. wiec caly
ten problem nie ma wigkszego praktycznego
znaczenia.

— Moze nie ma wickszego znaczenia, jesli chodzi
o przedzial 0°-100°, ktory jest stosunkowo
nieduzy, ale jak ustalisz, czy przyrost o 1 stopien
w okolicy —100°C jest ,taki sam”, jak przyrost
o 1 stopien w okolicy +300°C? Zapewniam

cie, ze réznice miedzy wskazaniami réznych
termometréw moga tu by¢ bardzo powazne.
Termometr rteciowy nie obejmuje zreszta takiego
zakresu, bo rteé¢ krzepnie w —39°C. A w ogdle. ..
chcesz wprowadzi¢ w tej sprawie jakas dowolna
umowe? Malo ci, ze istnieja skale Celsjusza,
Kelvina, Fahrenheita, cho¢ réznig sie tylko

0 przesuniecie i przemnozenie przez stata, to
chcialbys jeszcze, zeby kazda z nich miata wersje
rteciowa, alkoholowa itp.? Przydaloby ci sie

.....

wiedzie¢, mozna si¢ nauczy¢ na studiach. ..
Wygladato na to, ze dobrze poczut szpile.

— A moze uzyé termopary? — zaproponowatl
po chwili jakby nigdy nic. — Otrzymuje sie



napiecie proporcjonalne do réznicy temperatur,
wiec. ..

— Nic z tego. Ta proporcjonalnosé to jest prawo
przyblizone, stuszne na ogot tylko w niezbyt
duzym przedziale temperatur. Poza tym
termopary tez mozna konstruowaé z réznych
metali. ..

Zapadla dluzsza cisza. Zeby uratowaé swoj
honor, Maciek koniecznie musial co$ sobie
przypomniec. . .

— Czekaj, czekaj. Ja chyba juz wiem, dokad ty
zmierzasz. Trzeba wzia¢ zamiast cieczy — gaz
doskonaly. Co$ takiego bylo w podreczniku,

ale ani rusz nie mogltem wtedy zrozumie¢,

po co sie to wprowadza. Taki termometr jest
przeciez zupelnie niepraktyczny... Aha, przeciez
wszystkie gazy rozrzedzone mozna uwazacé za
gaz doskonaly, wiec rozszerzaja sie tak samol!
Hura! I jeszcze. .. temperatura gazu doskonalego
jest proporcjonalna do energii kinetycznej

jego czasteczek. Nie powiesz chyba, ze energia
kinetyczna nie jest wielko$cia dobrze okreslona!

— Bardzo dobrze — przyznalem — W dodatku
termometr z gazem doskonalym wskazuje od razu
temperature w skali fizycznej — Kelvina. W zerze
absolutnym objeto$é¢ gazu spadlaby do zera. Jest
to calkiem dobra definicja temperatury, ale. ..
mnie niezupetnie odpowiada.

— Dlaczego?

— Bo jednak opiera si¢ na wlasnosciach jednej
wyrdznionej substancji — gazu doskonalego.

Jest to moze i wazny przypadek, ale kto wie,

czy nie istniejg inne ciata, réwnie proste, ktére
rozszerzalyby sie inaczej? Najlepiej byloby mieé
taka konstrukcje termometru, ktora nie zalezataby
od wlasnoéci zadnej konkretnej substancji.

— To jest chyba niemozliwe!

— A nie znasz takiego prawa fizycznego, ktére
mialtoby jednakowa posta¢ dla wszystkich ciat,
i wiazatoby sie jako$ z temperatura?

Maciek wygladal na skolowanego, najwyrazniej
nic takiego nie przychodzito mu do gltowy.

— A druga zasada termodynamiki i silnik
Carnota? — przypomniatem.

— Aha, ze sprawno$¢ cyklu Carnota jest
maksymalng sprawno$cia silnika cieplnego. . .

— Nie tylko o to chodzi. Istotne jest przede
wszystkim to, ze sprawnos¢ silnika Carnota zalezy
tylko od temperatury grzejnika 7 i chtodnicy 75
i jest taka sama dla wszystkich substancji.

— A to wlasciwie skad wiadomo?

— Bo gdyby jeden silnik, pobierajac od grzejnika
tyle samo ciepta co drugi, zamienial wigcej go
na prace, to ten drugi silnik mozna by puscié

w przeciwna strone (pamietaj, ze silnik Carnota
pracuje w sposéb odwracalny). Wtedy grzejnik
nie pobieratby w sumie ani nie oddawal zadnego
ciepta, a chlodnica oddawataby wiecej drugiemu,
niz pobierataby od pierwszego. Uktad pobieratby
wiec cieplo tylko od chlodnicy, zamieniajac je

w calosci na prace, co jest sprzeczne z druga
zasada termodynamiki.

— I w jaki sposéb na tej podstawie mozna
skonstruowaé termometr?

— Bardzo prosto. Trzeba wybraé¢ sobie pewna
temperature odniesienia, ktéra wyznaczy
wielko$é skali. Na przyktad moze to by¢ punkt
zamarzania wody, i jeéli sie mu przypisze

273 stopnie, to otrzyma sie¢ skale Kelvina.
Nastepnie dla dowolnego innego punktu

na skali okreslamy temperature przez silnik
Carnota, ktorego grzejnik bedzie utrzymywany
w temperaturze mierzonej, a chtodnica —

w temperaturze odniesienia (albo na odwrét).
Pomiar temperatury odbywa sie poprzez pomiar
sprawnosci silnika, wedlug wzoru

— I to ma by¢ ,bardzo prosto”? Ty chyba
zartujesz! Zanim puscisz w ruch silnik Carnota,
zanim zmierzysz jego sprawnoscé. .. Caly dzien bys
stracil na wykonanie jednego pomiarul!

— Alez ja wcale nie méwie, ze tak ma wygladaé
praktyczny termometr! To jest tylko ogdlna
zasada wyznaczania skali. Istnieja zreszta
metody matematyczne, ktore pozwalaja ja
»przettumaczy¢” na bardziej praktyczny jezyk
zaleznie od typu termometru. Na przyktad
temperatura wyznaczona termometrem gazowyim
okazuje si¢ taka sama, jak wyznaczona silnikiem
Carnota.

— Wszystko jedno, mnie si¢ wydaje, ze to
bardzo dziwaczna definicja — zakonczyl Maciek
sceptycznie.

A co Wy o tym sadzicie?
Jerzy B. BROJAN



Lata Swietlne czy metry?

Chyba najpopularniejsza astronomiczna jednostka odlegtosci jest rok
swietlny. Co prawda z obserwacji teleturniejéw wiadomo, ze wedtug
niektérych jest to jednostka czasu, ale... spusémy kurtyne — nie
wszyscy w szkole przepadali za astronomia. W kazdym razie jest to
odleglos¢ przebywana przez Swiatlo w ciggu roku, a wigec wynosi tyle,
co predkosé swiatla (3 x 10® m/s) razy dlugosé roku (3,15 x 107 s), czyli
w przyblizeniu 10 m. Jest to odleglo$¢ ogromna, a jednak stanowigca
dopiero 1/4 odleglosci Stonca od najblizszej gwiazdy.

Na obszarze Uktadu Stonecznego jednostka ta jest kompletnie
niepraktyczna. Zreszta kilometr tez. Zajrzawszy do dowolnych tablic
astronomicznych, tatwo przekonujemy sie, ze odlegtosci miedzyplanetarne
to miliony czy miliardy kilometréw i zarazem bardzo drobne utamki

roku $wietlnego. Dlatego dawno juz wymyslono jednostke odleglosci
praktyczna w Ukladzie Stonecznym. Ona si¢ nawet tak nazywa:
jednostka astronomiczna (1 j.a.), i oznacza $rednig odleglos$é Ziemi
od Stonca. Zamiast wiec mowié, ze Ziemia obiega Stonce w odlegtosci
150 mln km, méwi si¢, obiega w odleglosci 1 (domyélnie: jednej jednostki
astronomicznej). Tak si¢ tez szczedliwie sklada, ze po przeliczeniu

na ,czas Swietlny” odlegtosé ta rowniez wyraza sie liczba mozliwa

do ogarniecia wyobraznia. Mianowicie 150 mln km po podzieleniu przez
predkosé swiatta daje prawie doktadnie 500 s, czyli 8,3 min. Tyle czasu
swiatlo leci od Stonca do Ziemi. Od Ksiezyca do Ziemi troche ponad
sekunde, a na przebycie Srednicy samego Stonca potrzebowatoby ponad

4 sekund.

Mozna teraz pobawi¢ sie w przeliczanie odleglosci planet z jednostek
astronomicznych na minuty. W gruncie rzeczy nic ciekawego z tego nie
wyniknie, warto jednak zapamigtac¢, jak wielka jest w tych jednostkach
orbita najodleglejszej planety, Plutona. To, ze Pluton obiega Stonce

w odlegtosci (Sredniej) niemal 6 mld km, jest oczywiscie prawda, ale
liczba taka nikomu chyba nic nie méwi. Natomiast powiedzenie, ze jest to
40 j.a., albo 5,5 godzin $wietlnych, daje od razu pojecie o skali odlegtosci
w Uktadzie Stonecznym. A nawet odlegtosci miedzygwiazdowych, bo —
jak wspomnieliémy — od najblizszej gwiazdy Swiatto leci ponad 4 lata.

Uzywanie ,zrecznych” jednostek jest nie tylko zabawa lub sposobem
na pogladowe przedstawienie jakiego$ zagadnienia, lecz stanowi rowniez
utatwienie obliczen. Na przykiad trzecie prawo Keplera zapisane
w jednostkach fizycznych mowi, ze okres obiegu planety T i pétos jej
orbity a zwiazane sa zaleznoscia;

T?/a® =~ 47? | (GM),
gdzie G jest stala grawitacji, a M masa Slonca, podczas gdy wyraziwszy
rozmiary orbit planet w jednostkach astronomicznych, a okresy obiegu
w latach, mamy po prostu

T? = a®.

Przy powaznych numerycznych obliczeniach ruchu planet,
z uwzglednieniem oddzialywania kazdej planety z kazda inna, zachodzi
potrzeba korzystania miliony razy ze wzoru na site wzajemnego
oddziatywania planet, warto wiec, dla oszczednosci czasu komputerowego,
by wzér ten mial mozliwie najprostsza posta¢. A to wlasnie osiaga sie,
prowadzac obliczenia w najodpowiedniejszych dla danego zagadnienia
jednostkach.

T. K.



Oszczedny ogrodnik

Ile co najmniej trzeba mieé¢ drzew, aby posadzié
je po trzy w dziesieciu rzedach? Ten, ktory
prymitywnie mysli, ze trzydziedci, myli sie.
Wystarcza w zupetnosci 10 drzew. Zamieszczone
obok rozwiazanie zostato wymyslone przez
architekta krajobrazu, doradce kardynata
Richelieu, Girarda Desarguesa (czyt. dezarga).
Powstaje w sposob naturalny kilka pytan.

Na ile dowolnie rozmieszczone s te rzedy?

Jaki pozytek matematyczny mozna mieé

z rozwiazania tego ogrodniczego problemu?

Jak sie przekonadé, ze rozwiazanie nie jest
y,haciagniete”, ze nie jest to sugestywna
niedoktadnos¢ rysunku? Wypada na to

odpowiedzieé.

Jak powstaje konfiguracja Desarguesa

Rysujemy dwie tréjki prostych I — VI
i zaznaczamy na nich punkty 1 — 7
(ten ostatni do$¢ dowolnie na V).

Prowadzimy proste 5-7 i 6-7; w przecigciu
z II otrzymujemy punkty 8 i 9.

Prowadzimy prosta 3-8 i w przecigciu z V
otrzymujemy punkt 10.

Jezeli punkty 4, 9 i 10 leza na jednej
prostej, to Desargues miat racje.
Przeprowadzcie precyzyjny eksperyment.

Na marginesie narysowana jest historyjka obrazkowa, ktéra méwi, jak
dalece dowolnie mozna narysowaé konfiguracje Desarguesa i wskazuje,
co mianowicie nalezy dowodzié¢, aby stwierdzié¢, ze taka konfiguracja
istnieje. Po prostu trzeba wykazaé, ze otrzymane na konicu trzy punkty,
z ktorych kazdy lezy na dwdch narysowanych prostych (inne leza juz
na trzech!), leza na wspélnej prostej. Fakt, ze tak jest, nazywa sie
twierdzeniem Desarguesa. Proponuje Czytelnikom, aby inaczej zaczeli
rysowac¢ konfiguracje Desarguesa — inaczej, to znaczy tak, aby ostatniag
rysowang prosta byla kolejno kazda z nich. Tyle o dowolnoéci.

Pozytek matematyczny z twierdzenia Desarguesa nazywa sie geometria
rzutows — wielu uwaza, ze od tego sie zaczeto. Ale nie kazdy wie, co to
takiego jest geometria rzutowa — jesli jednak lubi rozwiazywaé¢ zadania,
to zobaczy, ze za pomoca tego twierdzenia mozna rozwiazaé ciekawe
zadania. Oto dwa z nich.

Zadanie 1. Na plaszczyznie dane sa dwie proste k i [ o niedostepnym
(lub nieistniejacym — nie wiemy) punkcie przeciecia. Dany jest takze
pewien punkt P nielezacy na zadnej z nich. Nalezy sama linijka
skonstruowaé prosta przechodzaca przez punkt P i przez punkt przecigcia
prostych k i [ (lub réwnolegta do nich).

Zadanie 2. Trzy poélproste a, b i ¢ o wspdlnym poczatku dzielg
plaszczyzne na katy rozwarte. We wnetrzu kazdego z tych katéw dany
jest punkt, odpowiednio A, B, C. Nalezy sama linijka skonstruowaé
trojkat o wierzchotkach na tych poétprostych, ktérego boki przechodza
przez punkty A, B i C.

Oczywiscie, nie podamy tu rozwiazan — zepsuliby$my cala przyjemnosé.
Dla porzadku jednak znajduja sie one w numerze.

No i dowdd. Zamiast niego zauwazmy, ze
na rysunek konfiguracji Desarguesa mozna
popatrzeé tak: jest to czworoscian przeciety
ptaszczyzna. Na rysunku jest zatem piec
plaszczyzn. Wszystkie interesujace nas proste
sg przecigciami jakiejs pary z nich. Np. prosta II
z rysunku na marginesie to przeciecie plaszczyzny
podstawy z plaszczyzna tnaca.

M. K.



Twierdzenie Szarkowskiego

Wezmy funkcje f(x) :[0,2] — [0,2] o wykresie jak na rysunku 1
i utwérzmy ciag (ao, a1, as, ...) wedlug nastepujacego przepisu

ap = f(a0)7 a2 = f(a1)7 az = f(a2)7 s

Czy mozna znalezé takie ag, zeby nasz ciag byl staty? Aby tak bytlo,
2 wystarczy, zeby zachodzila réwnosé
(*) f(ao) = ao.
Rzeczywiscie, wtedy a1 = f(ao) = ao, as = f(a1) = f(f(ao)) = f(ao) = ao,
itd. SprawdZmy zatem, czy réwnos¢ (x) zachodzi dla jakiego$ ay.
Rozwiazujemy réwnanie x = 2z z warunkiem x € [0,1] oraz x =4 — 2z
z warunkiem z € (1,2]. Pierwsze z tych réwnan ma, oczywiscie,
rozwiazanie z; = 0, a drugie x> = 4/3. Zatem jedyne ciagi stale, jakie
mozemy otrzymac z naszej funkcji f zgodnie z przepisem, to ciggi:
0 2 4/3,4/3,4/3,4/3,4/3,... oraz 0,0,0,0,0,0,. ..

Rys. 1. f(z) = {zz dla z € [0, 1]

4-20 dlaze(l2 A czy mozna tak dobraé ag, by uzyskaé ciag postaci A, B, A, B, A, B, ...
2 dla pewnych réznych liczb A i B? Zauwazmy, ze aby tak sie stato,
konieczne jest, by — po pierwsze — nie zachodzila réwnosé (x), bo wtedy
ciag bylby staly. Ponadto musimy mieé¢ f(ao) = a1 i f(a1) = aop, czyli
po prostu

(%) f(f(ao)) = ao.

Czy taka liczbe da si¢ znalez¢? Coéz, musimy teraz rozwiazac

réwnanie g(z) = z dla funkcji g(x) = f(f(x)). Pozostawimy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze funkcja g(z) ma wykres jak na rysunku 3.

0 4/3 2 Nietrudno wyliczyé, ze rozwigzaniem réwnania g(x) = x sa liczby
Rys. 2 x1 =4/5 oraz x5 = 8/5. Biorac wiec np. ag = 4/5, uzyskujemy ciag
2 4/5,8/5,4/5,8/5,4/5,8/5, ...

Skoro nam tak $wietnie idzie, to spytajmy teraz, czy da sie dobrac¢ ag
tak, by uzyskaé ciag postaci A, B,C, A, B,C, A, B,C, ... dla réznych liczb
A, B i C. Jasne, ze teraz nie chcemy, by zachodzily réwnosci (x) i (%),
natomiast zadamy, aby zachodzila rownosé

(k%) fU(f(x) ==

Musimy zatem rozwiaza¢ réwnanie h(z) = x dla funkcji

h(z) = f(f(f(x))), ktérej wykres przedstawia rysunek 4. Rozwiazan
réwnania (x#x) jest, jak widaé, osiem, dwa to oczywiscie 0 i 4/3.
Pozostate nietrudno obliczy¢, my zdradzimy tylko, ze jednym

0 4/5 4/3 8/5 2
Rys. 3.

1
ii » Zi: i i ([2 i] z nich jest x = 4/9, ktéry po podstawieniu w miejsce ay daje ciag
9D =9 L e [i%] 4/9,8/9,16/9,4/9,8/9,16/9,4/9,8/9,16/9, ...
8§—da dlaze 3,2 Czytelnik, ktéry z rezygnacja spodziewa sie, ze padnie teraz pytanie
o istnienie ciagu postaci A, B,C,D,A,B,C,D,A,B,C,D, ...,
nie powinien popada¢ w rozpacz. Nie bedziemy juz rysowaé
i wykresow kolejnych ztozen funkcji f ani przeprowadzaé¢ zadnych
" nuzacych rachunkéw. Chroni nas przed tym stynne twierdzenie
N Szarkowskiego, ktére, w najprostszej wersji, mowi, ze jesli
S funkcja f(x) z odcinka [a,b] na odcinek [a,b] jest ciggla i generuje
N (w opisany wyzej sposob) cigg postaci A, B,C; A, B,C,A,B,C,...,
Y AR VA to generowaé musi juz dla dowolnej liczby n cigg postaci
:: : : : :: Al,A27A37...,An,A17A27A3,...,An,A17A27A3,...,An7...7gle'G
Rys. 4 wszystkie liczby Ay, As, As, ..., A, sqg rdzne.
Na koniec pozostaje zachecié¢ tych z Czytelnikow, otrzymamy m.in. cigg postaci A, B,C, A, B,C, ...,
ktérzy znaja nieSmiertelny wzoér ,be kwadrat a tym samym — zgodnie z twierdzeniem
minus cztery a ce” do zmierzenia sie z funkcja Szarkowskiego — ciagi o powtarzajacym sie
s(z) = 4z(1 — x) okreslona na odcinku [0, 1]. okresowo dowolnie dlugim bloku réznych liczb?
Czy generujac ciggi w opisany wyzej sposob, W. S.
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Kafelki Robinsona

Jest w matematyce grupa twierdzen, ktore juz
ze wzgledu na swoja budowe wréza trudnosci
w ich dowodzeniu. To twierdzenia, ze czegos
zrobi¢ sie nie da. Na przyktad, ze nie mozna
podaé ogdlnych wzoréw na pierwiastki réwnan
stopnia wiekszego od 4. Albo ze dla liczby
catkowitej n > 2 nie ma liczb catkowitych
dodatnich a, b, ¢ spelniajacych réwnanie

a™ + b" = ¢". Albo ze nie ma algorytmu
wskazujacego w skoniczonej liczbie krokéw
wszystkie catkowite rozwiazania réwnania
algebraicznego o catkowitych wspotczynnikach.
Albo ze ze standardowych aksjomatow teorii
mnogoéci nie mozna wyprowadzi¢ mozliwosci
takiego uporzadkowania elementéw dowolnego
zbioru, by kazda jego niepusta cze$¢ miala
element najmniejszy.

Przyktadow mozna by mnozy¢ wiele, ale sa
wérod nich 1 takie, z ktérymi warto samemu
sie zmierzy¢. Oto szesé kafelkéw wymyslonych
w 1971 roku przez Raphaela Robinsona.
Okazuje sig, ze — dysponujac dowolnie wielkimi
zapasami tych kafelkow — mozna szczelnie i bez
nakrywan pokryé¢ nimi cala ptaszczyzne.

& R
% %9

Ale mialo przeciez byé o tym, ze czego$ nie da
sig zrobi¢. Otdz nie da sie tego zrobi¢ w sposéb
okresowy. Co to znaczy? Wyobrazmy sobie, ze
zaznaczyliSmy na plaszczyznie wszystkie linie,
wzdhuz ktorych stykaja sie kafelki, i wykonalismy
kopie powstalej siatki na przezroczystej folii.
Otéz pokrycie jest okresowe, gdy mozna tak
przesunad folig, aby wszystkie linie siatki

znéw sie natozyly. Bardzo polecamy ¢wiczenia

w pokrywaniu ptaszczyzny takimi kafelkami
(trzeba wykonaé sobie z tekturki ich spory zapas),
jak tez probe zastanowienia si¢ nad dowodem, ze
takie pokrycie nie moze byé¢ okresowe.

M. K.

Co to znaczy biate?

Wtlasnie, czy biate Swiatlo zawsze jest takie
samo? Wszyscy chyba wiemy, ze nie. Wrazenie
biatosci odbieramy wtedy, gdy wszystkie trzy
wrazliwe na kolor receptory naszych oczu sa
pobudzane tak, jakby byly pobudzane przez
yJhaprawde biale” swiatlo, czyli ciaglte widmo

o natezeniu niezaleznym od czestosci. Te trzy
receptory reaguja najsilniej na swiatto: jeden

na czerwone, drugi na zielone, trzeci na niebieskie.
W takim razie mozna wywotaé¢ wrazenie bieli

za pomoca Swiatta sktadajacego sie z trzech
dyskretnych sktadowych, zamiast z ciagtego
widma. Nie pozostaje nam nic innego, jak zbadad,
ktore zrodia bialego swiatta sa ,naprawde biate”,
a ktore tylko ,biate udaja”.

W tym celu nalezy $wiatto rozszczepi¢. Mozna
uzy¢ pryzmatu, ale dzisiaj o wiele tatwiej o siatke
dyfrakcyjna — wystarczy wziaé byle jaka (ale
nagrana) ptyte kompaktowa. Te kolorowe refleksy
to nic innego, jak dyfrakcja $wiatla. Zeby jednak
sprawdzi¢, czy mamy do czynienia z ciaglym,
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czy tez z dyskretnym widmem, nalezy badane
Swiatto przepusci¢ przez jakas szczeling tak,
aby obrazy poszczegdlnych czesci zrédia nie
zachodzily na siebie.

Proponuje zbadaé zwykla zaréwke (kontrolnie),
a nastepnie energooszczedne $wietlowki, ekran
monitora itd. Ktore z tych zrodet okaze sie
dyskretne i czym beda sie rézni¢? Warto
sprawdzi¢. Czy jednak ,nieprawdziwos¢” biatego
Swiatlta w czyms$ przeszkadza? Niektorym tak,
cho¢ zazwyczaj nie potrafia wytlumaczy¢
dlaczego.

A jezeli juz jesteSmy przy przeszkadzaniu,
to warto zwroci¢ uwage na jeszcze jeden
szczegbl. Swiatlo moze migaé. To tez latwo
sprawdzi¢. Wystarczy szybko macha¢ np.
dlugopisem na tle ekranu komputera. Diugopis
bedzie wida¢ w miejscach, ktére odpowiadaja
Swieceniu zrodla. Jezeli macie taka mozliwo$é,
to poréwnajcie telewizor, dobry monitor i monitor
cieklokrystaliczny. Nie zaszkodzi tez przyjrzec sie
réoznym swietlowkom. Powodzenia.

P. Z



Do przemyS$lenia na plazy i nie tylko

Jak zmieni sie ci$nienie atmosferyczne, jesli wyparuje woda ze wszystkich
oceanow?

Dodatkowe ciénienie pary wodnej Ap jest réwne ciSnieniu warstwy
wody, ktora wziglaby sie z pokrycia calej powierzchni Ziemi warstwa
wody z oceanéw o stalej grubosci. Srednia glebokoéé oceanéw wynosi

H ~ 4 km, mozna zalozy¢, ze zajmuja one 2/3 powierzchni Ziemi.

Zatem Ap ~ 2pgH ~ 3-107 Pa, czyli ci$nienie wzrostoby ponad 100 razy.

7 jakqg minimalng predkoscig mozna jechaé na nartach wodnych?

Jadac na nartach wodnych, mozna si¢ utrzymac¢ na powierzchni wody,
jesli sita ciezkosci, dziatajaca na poruszajacego sie na nich cztowieka,
rowna jest pionowej sktadowej sity dzialania wody na narty. Jest ona
proporcjonalna do pV?2S cos acsin o, gdzie S — powierzchnia nart, a « to
kat nachylenia nart do horyzontu. Pomijajac site wyporu, dla m = 80 kg
i S =0,4 m? otrzymujemy: pv2Scosasina ~mg, v ~+/2mg/pS ~2 m/s.

Jakiej glebokosci dolek utworzy sie pod $migltowcem ratowniczym,
ktory zawist na niewielkiej wysoko$ci nad wodg daleko od brzegu?

Ze wzgledu na panujaca réwnowage powietrze dziata od dotu

na $migtowiec sila skierowang w goére i réwna sile ciezkosci dziatajacej

na $migtowiec. Warstwa powietrza miedzy $miglowcem a woda przy
niezbyt duzej wysokosci z takg sama sita dziala na wode, tworzac
zaglebienie. Zatem $miglowiec wypchnie taka mase wody, jaka ma on

sam (powietrze miedzy nim a woda odgrywa role elementu przenoszacego
site i moze by¢ pominigte w rozwazaniach). Przyjmujac mase $miglowca
réwng m ~ 10* kg, dtugo$é¢ $migiel [ ~ 5 m, otrzymujemy gleboko$é dziury
réwna w przyblizeniu h ~ m/prl? ~ 0,1 m.

Jakq moc rozwija kolarz na finiszu?

Przyjmijmy, ze predkos¢ rowerzysty na finiszu wynosi v, a sita oporu
powietrza F' ~ pv?S, gdzie p to gestosé powietrza, a S — efektywne
pole powierzchni kolarza, na ktére pada prad powietrza. Stad moc

P ~ Fv =~ pv3S. Przyjmujac p ~ 1 kg/m3, v ~ 60 km/h, S ~ 0,5 m?,
otrzymujemy P ~ 2 kW.

Jakie jest naprezenie lancucha rowerowego w czasie jazdy pod gore?

Poréwnajmy moment sit: F'r ~ mg - 2r, gdzie r to promien kota zgbatego,
2r — odlegtosé pedatu od osi tego kota, mg — sita cigzkosci dziatajaca

na czlowieka réwna maksymalnej sile nacisku na pedat. Dla m ~ 70 kg
otrzymujemy F ~ 2mg~ 1,4-10% N.

W jakiej odleglosci od obserwatora czlowiek w jaskrawym ubraniu,
uciekajacy przez las (bez poszycia), przestaje byé widoczny?

Niech d oznacza Sredni promien pnia drzew, a | — Srednig odlegtosé
miedzy drzewami. Dokonajmy pewnego eksperymentu myslowego
i rozmiesémy drzewa tak, zeby tworzyly Scista palisade w ksztalcie
okregu o promieniu réwnym szukanej odlegtosci x z obserwatorem w jego
srodku. Za taka palisada nawet cztowiek w jaskrawym ubraniu nie
bedzie widoczny. W ogrodzeniu dlugosci 27z jest wiec 27a/d drzew,
ktére zostaly wziete z obszaru o powierzchni w2, Jesli na obszar S ~ [2
przypada $rednio jedno drzewo, to na powierzchni wa? bedzie ich 7x?/I2.
Zatem 27x/d ~ wx? /1%, skad, przyjmujac | ~ 3 m i d ~ 0,2 m, dostajemy
x ~20%/d~10? m.

E. Cz
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