Dalsze wariacje na melodie ,,Tnijmy graniastostup”

Michat SZUREK

1. Cantabile. Co to jest tak zwane ,dobre zadanie”?
To tak, jak dobry temat muzyczny: powinno

tatwo wpadaé¢ w ucho, mie¢ prosta konstrukcje,
nieskomplikowang fabule, dostarcza¢ skojarzen,
dopuszczaé mozliwoéci transkrypcji, przerébek

i uogélnien, sugerowaé¢ mozliwosci dalszego rozwijania
tematu i — jak w muzyce — dawac si¢ interesujaco
rozwiazac¢. Nieznajacym sie na muzyce powiem,

ze ,rozwigzanie” akordu polega na przejsciu od
jednego do drugiego, z dysonansu na konsonans.
Akord buduje pewne napiecie, rozwigzanie akordu
roztadowuje to napiecie. Styszymy dokltadnie to, co
intuicyjnie chcieliby$émy ustyszeé. Doktadnie tak,

jak w matematyce: zadanie buduje pewne napiecie,
rozwiazanie roztadowuje je, a takie ,rozwiazanie”,
jakie dokonuje sie w sali porodowej, tez roztadowuje
napiecie. Interesujace, ze w réznych jezykach stowo
rozwiazanie” kojarzy si¢ tez z czym innym. Po polsku
rozwiazujemy wezel, ale angielskie ,solve” to to

samo, co ,rozpus¢’. Po rosyjsku ,reszenije” to takze
»postanowienie”, po niemiecku réwnania rozwiazuje sie
tak, jakby sie kupowalo bilet (die Gleichung losen, die
Fahrkarte 16sen).
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Rozwigzanie akordu dominantowego na toniczny.

W $wietle tych rozwazan nasze zadanie

o graniastostupie jest bardzo dobre. Zaskakujace jest
to, ze wystepuja w nim rzadko spotykane w geometrii
wyzsze potegi. Przeformulujmy lekko teze.

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne

graniastostupa prawidtowego 2n-kgtnego, tworzgc

w przekroju wielokqgt wypukly D1 Dy ... Day, @ jezeli

d; jest odlegloscig punktu D; od plaszczyzny podstawy

graniastostupa, to dla wyktadnikow k=0,1,....,n—1
2n

zachodzi Z(—l)’di—€ =0.

i=1
2. Dolce. Stownie: suma naprzemienna jest réwna
zeru. Z czym Ci sie to kojarzy, ostuchany Czytelniku?
Oczywiscie, z wzorem Eulera o wieloscianach
wypuktych: naprzemienna suma liczb Scian kolejnych
wymiaréw jest réwna zeru (jezeli dopuscimy
$ciane pusta i $ciane pelna = sam wieloscian).
A gdzie jeszcze w matematyce mamy sumy
naprzemienne? Na przyklad w stynnym wzorze
Eulera%:17%+%7%+... albo w zadaniu
o roztargnionej sekretarce: jezeli n listow zostato
przypadkowo wlozonych do n zaadresowanych
kopert, to prawdopodobienstwo tego, ze cho¢
jeden trafil do wlasciwej koperty, jest rowne
l—gtg—g+.. o

nl”

10

A wigc tematowi naszego zadania nalezy sie pewna
uwaga, bo nalezy do zbioru standardowych watkow.

3. Andante con moto. Nie zwazajac na protesty
antyglobalistéw, postuzmy si¢ maszyna. Pierwszy
lepszy programowany kalkulator, potrafiacy
wykonywaé rachunki symboliczne, powinien si¢
nada¢. Ja wzialem Texas 92 ... ale wlasnie tylko
wzigtem. Wszystko by sie dato zrobié za jego pomoca,
ale w Laptopie mam i edytor tekstu, i program
Mathematica, wiec latwiej mi przerzucac si¢ z jednego
na drugi. Program wyznaczajacy naprzemienna sume
k-tych poteg jest banalny:

(* naprzemienna suma poteg na gslupie n-katnym *)
gslupln_, k_, x_, y-, z_] := Simplify[x"k - y"k + z"k + Sum[
(-1)"j*(Simplify
L
Solvel
Det[{{1,1,0,x},{1,Cos[2Pi/n],Sin[2Pi/n],¥y},
{1,Cos[4%Pi/nl,Sin[4*Pi/n],z},
{1,Cos[2j*Pi/n],Sin[2j*Pi/n],h}}] == 0,h]]
[[1,1,2]
D7k,
{j,3,n-1}11

i bedziemy sie nim podpierac.

4. Piano. Najpierw sprébujmy zanalizowaé¢ ostatnie
slowa tekstu Zbigniewa Marciniaka, ze dla k > n/2
n

warto$¢ sumy naprzemienne;j Z(fl)idéC zalezy od
i=1

polozenia plaszczyzny tnacej. No, to zbadajmy, jak

zalezy.

Nazwijmy przekrojem krawedziowym przekrdj taki, jak
na rysunku ponizej: dwa przeciwlegle boki przekroju
sa réwnolegle do podstawy. Wtedy (nie tylko

w graniastostupie
szesciokatnym)
owa suma jest
zero. .. , bo
(wyrazajac sie
nieco kolokwialnie)
wszystko sie réwno
uktada i te same
liczby sie kasuja. . .

——

Badamy zatem naprzemienna sume k-tych poteg
odlegtosci wierzchotkéw réwnolegtoboku, ktéry jest
przekrojem, od podstawy. Oznaczmy warto$¢ tej sumy
przez g(n, k). Zacznijmy od n = 4 (prostopadloscian).
Zamiehmy di,ds,ds na x,y, z. Funkcja g(n, k) zalezy
wiec od trzech zmiennych x,y, 2.

Naciéniecie klawisza Enter daje
g4 k) =" —yF + 2 — (z —y+2)~.
To ciekawa funkcja. Bedziemy ja rozpatrywaé
w obszarze
0<z<1, 0<z<y<l, 0<y<=z<h,
gdzie h jest wysokoscig prostopadloscianu.
Przypominam bowiem o zalozeniu, ze podstawa jest



wielokatem foremnym wpisanym w koto o promieniu 1.
Mozemy tez zakladaé, ze pierwszy wierzcholek
przekroju lezy ,najnizej” ($ciSlej: nie wyzej niz

inne). Wyznaczymy warto$¢ najwicksza i wartosé
najmniejsza funkcji w tym obszarze.

Funkcja potegowa (dla wykladnikéw k > 1) jest

wypukta: odcinek taczacy punkty jej wykresu lezy

zawsze nad krzywa. Jezeli zatem 0 < x <y < 2, to
v (@ -yt 2)f <@+t <t 1R

a wiec g(4, k) > 0. Mamy zatem proste, ale ladne

twierdzenie.

Jezeli plaszczyzna przecina krawedzie boczne
prostopadlo$cianu, tworzqc w przekroju rownolegtobok
D1DsD3sDy i jezeli d; jest odleglo$cig punktu D;

od plaszczyzny podstawy graniastostupa (przy czym
Dy jest wierzcholkiem najblizszym podstawy), to

4
dla dowolnego wykladnika k > 1 jest Z(—l)idéc > 0.
i=1
Wyznaczmy wartos¢ najwieksza funkcji
g4, k) =" —y* + 25— (z -y +2)".

Obliczamy pochodne czastkowe:

% =kt —k(z —y+ 2)F L,
g—z = —ky" k(- y+2)F
0

a—z = k2" —k(x—y 4 2)P !

i przyréwnujemy je do zera. Poniewaz x,y, z,

a takze ¢ — y + 2z sg liczbami dodatnimi, wiec
niezaleznie od wyktadnika wszystkie trzy pochodne
czastkowe moga by¢ rowne zeru, tylko gdy

x = y = z. Nasza funkcja nie ma ekstreméw
wewnatrz obszaru, w ktérym ja badamy. Pozostaje
zbadaé jej przebieg na brzegu obszaru 0 < = < 1,
0<z<y<1,0<y<z<h, coominiemy, a tylko
podamy wynik: warto$é¢ najwieksza tej funkcji jest
przyjmowana dla parametréow z = 0,y = h/2,z = h.
Odpowiada to przekrojowi, ktéry moglibyémy nazwadé
wierzcholkowym.

Ten przekrdj maksymalizuje
naprzemienng sume k-tych
poteg odlegtoéci wierzchotkow
od podstawy.

Taki przekrdj minimalizuje
naprzemienng sume k-tych
poteg odlegloéci wierzchotkéw
od podstawy. Oczywiscie,

dla przekroju ,,poziomego”

ta suma jest tez zerem.

Mozemy teraz ,wygenerowa¢” kilka ciekawych zadan,
chocéby i takie:

Zadanie 1. Wyznaczy¢ katy rombu, ktory jest
przekrojem maksymalizujacym naprzemienna sume
k-tych poteg odleglosci wierzchotkéow od podstawy.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ rozmiary prostopadloécianu,
dla ktoérego ten romb ma katy 45°, 135°.

5. Allegro con brio. Z wykladu fizyki na IV

roku studiéw zapamietalem powiedzenie profesora:
»fizyk nie zabiera si¢ do obliczen, jesli nie zna
odpowiedzi”. A Thomas Edison mawial: ,,Po co
mys$le¢? Ekperymentuj”. Zachowajmy sie i my

w ten sposéb. Szukamy przekroju graniastostupa
szesciokatnego, ktory maksymalizuje naprzemienna
sume szescianéw odleglosci wierzchotkow od podstawy.
Przyjmijmy na poczatek, ze wysokos¢ graniastostupa
jest réwna 1. Podzielmy kazda z krawedzi na

100 czesci i poprowadzmy milion plaszczyzn. Wiele

z nich (Czytelniku: ile?) przecina tylko powierzchnie
boczna graniastostupa (a nie podstawy) — tak, jak
jest w warunkach naszego zadania. Sprawdzamy, ktory
daje najwieksza naprzemienna sume sze$cianéw. Mozg
elektroniczny potrzebuje na odpowiedz kilkanascie
sekund:

h=1; m=0;
For[i=0, i<100,
For[j=i, j<100,

For[k=j, k<100, d1=i%h/100;

d2=j*h/100, d3=k*h/100;

d4=d1 - 242 + 2d3;

db=2d1 - 3d2 + 2d3;

d6=2d1 - 2d2 + d3;

g=d1"3 - d2°3 + d3"3 - d4"3 + d573 - d673;

If[0<d4<h && 0<d5<h && 0<d6<h && g>m,
m=g; dimax=dl; d2max=d2; d3max=d3; d4max=d4;
d5max=d5; démax=d6]; k++]; j++1; i++];

Print[dimax, ", ", d2max, ", ", d3max, ", ", d4max, ", ",
dbmax, ", ", démax, ", ", N[mll
1 3 3 1
~, =,1, =, =, 0, 0.1875
4 4 4 4

Otrzymane liczby
znacza tyle: przekroj
maksymalizujacy
przechodzi przez
przeciwlegle wierzchotki
obu podstaw i ,tnie

po réowno”, jedna
czwarta wysoko$ci

od géry i od dotu.

Taki przekréj wierzchotkowy maksymalizuje
naprzemienna sume k-tych poteg. Dwa wierzchotki
wielokata znajduja sie¢ w przeciwleglych wierzchotkach
graniastostupa, a wychodzace z tych wierzchotkow
boki maja réwne dlugosci.

6. Mormorando. Skoro wiemy juz, jaka jest
odpowiedz, postarajmy sie ja udowodnié¢. Ale. ..
wladciwie po co? Przeciez nie mamy zadnej
watpliwoéci, ze odpowiedz jest dobra. Mozemy
sprawdzi¢ — i to jest ciekawe — ze jest to przekrodj
maksymalizujacy sume dowolnych poteg.

Mamy tu do czynienia z interesujacym pytaniem.

Juz teraz matematycy musza sobie na nie odpowiadac.
Czy dopuszczaé¢ dowody komputerowe i, co gorsza,

czy dopuszczaé takie metody obliczeniowe, ktére



wprawdzie przekonuja nas na 100%, ze co$ jest
prawda. . . ale nie sa dowodami? Pozornie sprawa
jest prosta: metody takie, jak zaprezentowane tu
przeze mnie sprawdzenie, nie stanowia dowodu
matematycznego, wiec nalezy je odrzucié. Ale to
znaczy, ze sami ograniczamy siebie, nie dopuszczajac
pewnego rodzaju niezbitych argumentéow.

A tak na marginesie, matematyczny dowdd faktu, ze
przekroj maksymalizujacy naprzemienng sume k-tych
poteg dla dowolnego graniastostupa prawidlowego

o parzystej liczbie bokéw podstawy) mozna nietrudno
przeprowadzi¢ tak:

1. sprawdzamy, ze przesuniecie ptaszczyzny tnacej
wzdluz osi ,,pionowej” nie zmienia wartosci sumy
naprzemiennej k-tych poteg, zatem mozna zaktadac,
ze najnizszy wierzchotek lezy na dolnej podstawie;

2. sprawdzamy, ze jezeli dolna podstawa
graniastoshupa lezy na plaszczyznie z = 0
i wszystkie wierzchotki przekroju sa ,,ponizej”
gbrnej podstawy, to biorac zamiast plaszczyzny
tnacej jej obraz w przeksztalceniu (z,y, z) —
— (x,y,az), a> 1, otrzymujemy przekrdj o wiekszej
naprzemiennej sumie, zatem mozna zakladac, ze
najnizszy wierzcholek lezy na dolnej podstawie,
a najwyzszy na gornej;

3. sprawdzamy, ze jezeli przekrdj nie jest
y,<rownoramienny”, to nie maksymalizuje naszej
naprzemiennej sumy: w tym celu obracamy lekko
plaszczyzne tnaca wokot osi przechodzacej przez
wierzcholki lezace na gérnej i dolnej podstawie.
Jest tu troche rachunkéw, ale komputer jest
cierpliwy. ..

Numerujmy wierzchotki tak, by zerowy byt
najnizszy. A oto zadanie dla Czytelnikow: czy owa
,haprzemienna suma k-tych poteg” jest zawsze
nieujemna (tak, jak dla prostopadlo$cianu)? Autor
umie to ,sprawdzi¢” komputerowo. . .

A oto kilka innych funkcji g(n, k):
9(6,4) = =24(x —y)(y — 2)(x = 2y + z)(x —y + 2),
9(6,5) = —10(z — y)(y — 2)(z — 2y + 2)x

X (T2? — 152y + 9y? + 1322 — 15yz + 722),

—4a? 2a” — 2 —6V22z—yz—42° 222
9(8,4) _ (—4x +3v22 zy+y +9xz 6v2xz yz—4z +3v2z )X

(1=v2)
x4z —y)(y — 2)-
Mamy co badaé, prawda? Powodzenia.

7. Forte. Znalezliémy wiele ciekawych zaleznoéci.
Jakie jeszcze mozna znalez¢? A czy mozna
wyznaczy¢ wszystkie? Poprébujmy. Zadanie stanie
sie prostsze, gdy sformulujemy je w jezyku geometrii
algebraicznej. Czytelnikom polecamy rozwiazanie
zadania w przypadku n = 4 (prostopadloscian),

a my przeprowadzimy dyskusje dla graniastostupa

o podstawie szesciokatnej. WyliczyliSmy, ze gdy

12

szesciokat podstawy jest wpisany w koto o promieniu 1
o $rodku (0,0), a jednym z wierzchotkéw szesciokata
jest punkt (1,0) i gdy trzy kolejne odleglodci,
o ktérych mowa w zadaniu, oznaczymy przez di, ds, ds,
to trzy nastepne sa rowne

dy = di — 2ds + 2d3,

ds = 2d; — 3dy + 2d3,

dg = 2d1 — 2ds + d3.
Wynika stad, na przyklad, ze

di —do+ds —dy +ds —ds =0,

wystarczy dodac.

Zapomnijmy na chwile, ze dy, ds, d3 sa odleglosciami
punktéw od plaszezyzny i potraktujmy je jako
zmienne. Okreélmy odwzorowanie przestrzeni
tréjwymiarowej R? w szeéciowymiarowa RS wzorem
(d,d2,d3) — (di,dz,ds, d3 — 2d2 + 2d3,

2dy — 3dy + 2d3, 2dy — 2ds + dg)
Jest to przeksztalcenie réznowarto$ciowe i zanurza ono
R? jako pewng plaska przestrzen H w RS. Poniewaz
6 — 3 = 3, wiec H jest opisane ukladem trzech
rownan liniowych szesciu zmiennych. Oznaczajac
wspoélrzedne w RS przez 1, o, ..., zg, mamy trzy
oczywiste zaleznoéci, spetnione przez wszystkie punkty
przestrzeni H:
1+ 222 — 223 + 34 = 0,
—2x1 4 3x9 — 223 + 5 = 0,
—2x1 + 219 —x3 + 26 = 0.

A to znaczy, ze kazda relacja algebraiczna miedzy
dy,ds,ds,dy,ds,dg pochodzi od trzech podstawowych:
T = 7d1 + 2d2 — 2d3 + d4;

To = 72d1 + 3d2 - 2d3 + d5;
r3 = 72d1 + 2d2 — d3 + db.

Dla przykladu, wykazemy, jak zalezy od rq, 72, r3 suma
naprzemienna kwadratéow odlegloéci. Obliczmy:

7’% — T% + T% = (7d1 —+ 2d2 — 2d3 + d4)27
—(=2dy + 3dg — 2d3 + d5)? + (—2d1 + 2da — d3 + dg)? =
= d% — d% + dg — 2dydy + 4dody — 4dsdy + di + 4dids—
—6dads + 4dzds — d? — 4dydg + 4dads — 2d3ds + d3 =
=di —d3+d}+di — d2 + dZ + (—2dy + 4ds — 4d3)ds+
(—4dy + 4ds — 2dg)ds + (—4dy + 4dy — 2d3)ds =
=d} —d}+d5+dj —d2 +d3.
To, co robilismy tutaj, czyli wyznaczanie wszystkich
relacji miedzy zmiennymi na podanym zbiorze,
jest typowym zadaniem geometrii algebraicznej.

Bywa na ogél bardzo trudne, ale u nas rownania
nie byly skomplikowane.

7. Brawa, okrzyki ,,bis”. Ten tekst pisatem

dlugo, za dlugo w stosunku do powagi zadania.

Ale i tak zostal mi pewien niedosyt, miedzy innymi
spowodowany tym, ze moje maszynki poddaja sie
przy bardziej skomplikowanych kosinusach. Co jeszcze
mozna ciekawego zobaczy¢ w graniastostupie
przecinanym plaszczyzna?



