Maia delld

Kolorowanie splotow

— Tato, kup mi na urodziny 15-godzinny zegar — o$wiadczyt Pawel.
Widzac nasze zdziwione miny, dodal: — Wtedy lekcja w szkole bedzie
naprawde trwala godzine.

— To nie byloby najgorzej, gdyby godziny dzienne byty krétsze od
nocnych — podchwycit Tomek, ktéry sypia tylko 5—-6 godzin z powodu
nadmiaru prac domowych zadawanych w liceum, ktore zaczat w tym
roku. Pawelek jednak nie to mial na mysli, bo wyjasnit: 03
— W szkole rozpatrywalismy zegary, zaczeliSmy od 3-godzinnego, 2@ .
potem rysowaliSmy wielka tabelke zegara 11-godzinnego, a nastepnie
rozpatrywalidmy zegar abstrakcyjny o n-godzinach, ktéry nazwalismy Z,,.
— Ja wiem — przerwal Tomek — gdy wskazéwka wykona obrot

(po m godzinach), to wraca do wyjsciowej pozycji, czylin =0 w Z,, — to
tak, jakbyémy brali reszte z dzielenia przez n — dodal.

— Wilasnie tak — potwierdzil Pawetek. — Czy to nie $émieszne, ze 2+2 =10
w Z4?

Tutaj wtracitem, ze Z, nazywa sie grupa cykliczna o n elementach, zegar
jest tylko ilustracja, a Z nie pochodzi od zegara, ale od niemieckiego
stowa Zahl, ktoére znaczy Liczba. . .

Pawelek przerwal mi.

— Wiemy, wiemy, to nudne i tatwe, a niemieckiego nie znamy, lepiej
powiedz, Tata, czy tej grupy zegara mozna uzyé¢ do weztéow i splotéw?
Nie datem dtugo na siebie czekaé.

— Czy wiecie, ze 3-kolorowanie diagramu splotu, ktére dyskutowalismy

w zeszlym roku, ma zwiazek z zegarem 3-godzinnym?

— 3 kolory, 3 godziny, co$§ w tym musi byé¢ — zamyslil siec Tomek. — Ale jak
dodawac kolory? — dodat.

— Pewnie z6tty i niebieski dadza zielony, ale jak odejmowaé kolory? —
szybko wtracil Pawet.

Nie dajac sie sprowokowaé, powiedzialem do Tomka:

— Czy pamietasz, jak definiowaliSmy 3-kolorowanie splotow? Uzyj zamiast
koloréw (czerwony, zielony, niebieski) liczb 0,1,2, jak w zegarze Zs.
Tomek przypominal sobie.

— Rysujemy wezet ptasko, zaznaczajac w punktach przecigcia, ktora linia
idzie géra, a ktoéra dotem.

— Zgadza si¢ — potwiedzitlem. — To nazywamy diagramem wezta czy
splotu.

— Potem — ciggnal Tomek — malujemy diagram trzema kolorami, w ten
sposob, ze zmiana koloru moze nastapié¢ tylko, gdy przerywamy linie
(przed tunelem), ponadto w kazdym skrzyzowaniu musimy mieé¢ kolory
zgodnie z jakas regula, ale nie pamietam jej — dokonczyt.

— Reguta jest taka, ze w kazdym skrzyzowaniu uzywamy trzech réznych
koloréw lub tylko jednego koloru.

8



Mamy wiec nastepujace mozliwosci.
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— Czy widzicie jaka$ regute? — dokonczytem. Nikt sie nie odezwal.

— Dodajcie trzy liczby ze skrzyzowania — podpowiedziatem.

— Zawsze zero na zegarze — ucieszyl sie Pawel — oto nasza regutal

— Sprawdzmy lepiej niedopuszczone 3-kolorowania — studzil zapal Tomek.
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— Wychodzi zawsze 1 lub 2, nigdy 0 — Tomek byl przekonany. Mamy

wiec nastepujaca zasade — podsumowalem — dopuszczamy tylko takie
3-kolorowania, ktore w kazdym skrzyzowaniu dodaja sie¢ do 0 w Z3.

— To jaka regute znajdziemy dla dowolnego Z,,7 Czy tez suma koloréw
ma sie rownaé zeru? — zaciekawil sie Pawelek.

— To niemozliwe — zauwazyl Tomek. — Kolorowanie petli tym samym
kolorem, powiedzmy 1, datoby 1+ 1+ 1 =0, co zachodzi tylko w Zs.

— Swietna obserwacja — pochwalitem. — Nasza formuta bedzie miala forme

2a=b+cw Z,.
— A co z Z37 — zapytal Pawelek. — Czy zmieniliémy reguly gry?
— Paweltku, w Z3, 2a = —a, czyli réwnosé 2a = b + ¢ daje to samo

co—a=b+cidaleja+b+c=0.

— Sprytnie — powiedzial Pawetek.

— Ale co wlasciwie bedziemy sprawdzaé? — Tomek mial watpliwosci.

— Kolorowania moga chyba by¢ rézne dla réoznych diagramow tego samego
splotu.

— Tak — zgodzilem si¢ — ale nie zmieni sie liczba kolorowan n kolorami,
cho¢ same kolorowania moga sie zmieni¢. Oznaczmy liczbe n-kolorowan
diagramu D przez col,,(D); teraz nasza obserwacje mozemy precyzyjnie
sformutowaé (za amerykanskim matematykiem R. Foxem, 1956):

Liczba n-kolorowan diagramu, col, (D), jest niezmiennikiem splotu, czyli
nie zmienia si¢ przy ruchach Reidemeistera.
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Formalny dowdd zostawmy Czytelnikom, nie jest on trudny, wskazéwka
jest rysunek.
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— Poprzednim razem moéwites, Tata, ze do pokazania, iz wezel dsemkowy
nie jest trywialny, potrzeba 5-kolorowania — przypomniat sobie Tomek —
zrobmy to teraz jako ¢wiczenie.

— Tomku, to jest latwiejsze niz analiza Wielkich nadziei Dickensa,

ktora robites cata ostatnia noc — wtracil troche ironicznie Pawetek

i kontynuowat:

— Trywialny wezet ma tylko trywialne kolorowania, bo nie ma
skrzyzowan, a dla wezta 6semkowego zaraz znajdziemy nietrywialne
kolorowanie; oto ono — dodal po chwili bardzo ucieszony swoim sukcesem.

— Chyba nie ma w tym nic zlego, ze uzytem tylko czterech kolorow? —
zaniepokoit sie po chwili.

— To jest dozwolone, dzialale$ przeciez w Zs — uspokoilem go. — Osemka
nie jest trywialna!

Z pomocg Tomka i Pawelka przygotowal Jozef PRZYTYCKI
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