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I think the next century will be the century of complexity”

— Stephen Hawking, 2000. Nalezatoby dodaé, ze wiek XXI bedzie
takze wiekiem fraktali. Znalezé je bowiem mozna nie tylko

w chmurach, gérach, drzewach czy ptatkach $niegu, ale takze

w reaktorach chemicznych.

W 1980 roku matematyk polskiego pochodzenia,
Benoit Mandelbrot, badal strukture rozwiazan
nastepujacego réwnania rekurencyjnego:

(1) Zpy1 = 25 +c.

Zalozytl, ze zmienna z i stala c sa liczbami
zespolonymi, tzn.

(2) z=zp+iz;, c=cpg+icy.

W wyniku iteracji Mandelbrot stwierdzit, ze ciag

{20, 21, ...} jest zbiezny tylko dla niektérych wartodci ¢
i niektérych wartosci poczatkowych zg. Gdy ciag byl
ograniczony, rysowal na plaszczyznie czarny punkt

o wspélrzednych (cg;cr). Gdy ciag byl rozbiezny,
rysowatl punkt o kolorze odpowiadajacym liczbie
iteracji, po ktérej kolejny jego wyraz przekroczyt
pewna zalozona wartosé graniczna. W ten sposéb,
zupelnie niespodziewanie, uzyskal fascynujace obrazy.
Nazwal je fraktalami (tac.: podzielny, ulamkowy).

Ich strukture cechuje wysokie samopodobienstwo.
Kazdy bowiem fragment, odpowiednio powiekszony,
przypomina calos¢. Jednym z tych obrazow jest
stynny zbiér Mandelbrota, ktérego zdjecia znane sa
praktycznie na calym swiecie.

Patrzac na obrazy fraktalne, odnosi si¢ nieodparte
wrazenie, ze sa one odbiciem otaczajacej nas
rzeczywistosci. Uzyskane z obliczen komputerowych
wchoinki”, | ptatki éniegu” czy ,,chmury” jako zywo
przypominaja ksztatty wystepujace w przyrodzie.
Struktury fizyczne maja takze forme fraktalna.
Fragment kamienia przypomina bowiem swym
ksztaltem calg gore. A jak to jest w technice,
dziedzinie wiedzy opartej na mniej lub bardziej
ztozonych modelach matematycznych?

W niniejszym artykule chce pokazaé, ze — stosujac
metode Mandelbrota — obrazy fraktalne uzyskuje

sie takze z modeli opisujacych konkretne urzadzenia
techniczne. W tym przypadku chodzi o chemiczny
reaktor rurowy, ktéry jest aparatem o stosunkowo
prostej konstrukcji. Sktada sie z rury, do ktérej
doprowadzane sa reagujace ze soba strumienie.

Rura moze by¢ zewnetrznie chlodzona lub grzana

lub tez pracowaé w sposéb adiabatyczny. Z reguly
wypelniona jest cialem stalym, ktorym jest katalizator
podtrzymujacy reakcje (reaktor heterogeniczny).
Jezeli reaktor pozbawiony jest katalizatora (reaktor
homogeniczny), przeplywajacy strumien nie napotyka
zadnych oporéw i, przy znikomym przewodzeniu
ciepta, stan ustalony osiagany jest w aparacie
praktycznie po czasie réwnym czasowi przeplywu od
wlotu do wylotu rury. Z matematycznego punktu

1

widzenia model takiego urzadzenia stanowia réwnania
rézniczkowe czastkowe, w ktérych poszukiwanymi
zmiennymi sa stezenie o i temperatura ©. Probujac
rozwiaza¢ problem numerycznie, dochodzimy

do pewnych réwnan rekurencyjnych. Jesli przyjmiemy
zalozenie matematyczne, ze zmienne stanu nie sg
liczbami rzeczywistymi, lecz zespolonymi, uzyskamy
problem analogiczny do problemu Mandelbrota,

7z tym ze, w odréznieniu od (1), jest to problem
dwuwymiarowy. Z fizykalnego punktu widzenia
zespolony model reaktora chemicznego nie ma,
oczywiscie, uzasadnienia. Stezenie « i temperatura ©
sa bowiem, w praktyce, wielko$ciami rzeczywistymi.
Chodzilo jednak o to, by stwierdzi¢, czy operatory
(funkcje) $cisle zwiazane z kinetyka procesu, czyli
mechanizmem reakcji chemicznej, moga wygenerowaé
zbiory fraktalne na zmiennych zespolonych.

(Ze wzgledu na chaotyczng wrazliwo$é modeli
reaktorow chemicznych, obrazy fraktalne uzyskuje
sie takze dla rzeczywistych wartoéci stezenia «

i temperatury ©.)

Do obliczen zastosowano technike numeryczna
podobna do tej, jaka wprowadzit Mandelbrot

do tworzenia swojego zbioru. Zmieniajac kolejno
wartosci poczatkowe zmiennej zespolonej

O(1)o = {Or(1)0; O1(1)o}, uzyskano, w rozwiazaniach,
ciagi {©(1),0(1)1,0(1)2,...}. Jezeli dany ciag byl
zbiezny, rysowano na plaszczyznie czerwony punkt

o wspélrzednych [©r(1)o; ©1(1)o]. Jezeli ciag byt
rozbiezny, rysowano punkt o kolorze odpowiadajacym
liczbie iteracji, po ktérej modul liczby zespolonej
O(1)k, czyli \/O%(1)r + ©2(1)y, przekroczyl zalozona
wartos$¢ graniczna. Obliczenia te wykazaly, ze

model generuje bardzo ztozone i ciekawe struktury
geometryczne. Uzyskano zbiory fraktalne. Wybrane
obrazy oraz ich powigkszenia prezentuja rysunki

na tylnej stronie oktadki. Wida¢ bardzo wyraznie,

ze wyodrebnione fragmenty zawieraja praktycznie
niezliczona ilo$¢ elementow przypominajacych

zbiér podstawowy. Elementy te z kolei zawieraja
kolejne fragmenty podobne do calosci zbioru lub

jego wycinkow. Mozna w ten sposob, teoretycznie

w nieskonczono$é, zaglebia¢ sie w uzyskana strukture,
nigdy nie napotykajac jej granicy.

Na zakonczenie trzeba dodaé, ze gdybysmy
rozpatrywali proces heterogeniczny, czyli reaktor
wypelniony katalizatorem i uwzglednili przewodzenie
ciepta w ciele staltym i strumieniu, uzyskaliby$my
podobne obrazy fraktalne. Obliczenia bylyby jednak
o wiele bardziej ztozone i czasochlonne.

W konkluzji nasuwa sie pytanie. Czy wobec faktu
generowania obrazéw fraktalnych przez modele
matematyczne zwyklych urzadzen technicznych, nie
opisuja one lub moga opisywaé czegos$ wiecej, niz tylko
te urzadzenia?

Patrz takze: http://www.pk.edu.pl/ mberez.



